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Аннотация. С использованием аналитических зависимостей разра-
ботан аналитический приближенный метод расчета собственных чисел в 
задаче нагрева теплопроводного тела с теплоизоляционным покрытием. 
Показано, что высокая точность расчета может быть достигнута с по-
мощью доступных математических преобразований, т.е. не прибегая к 
сложным специальным функциям. 
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Abstract. Using analytical dependencies, an analytical approximate method 
for calculating eigenvalues   in the problem of heating a heat-conducting body 
with a heat-insulating coating has been developed. It has been shown that high 
calculation accuracy can be achieved using available mathematical transfor-
mations, i.e. without resorting to complex special functions. 
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Введение. Известно, что для тепловой защиты металлических сте-

нок от нагрева широко применяются огнеупорные покрытия [1]. При рас-
чете нестационарного температурного поля в такой комбинированной 
системе приходится для нахождения собственных чисел задачи использо-
вать характеристическое уравнение вида: 
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где Bi – безразмерное число подобия (число Био); K – безразмерное число, 
характеризующее отношение аккумуляционной способности изоляции к 
аккумуляционной способности соприкасающегося с ней  металлического 
слоя. 

В работе [1] приведены таблицы первых шести корней уравнения (1) 
для десяти значений параметра K и ограниченного числа величин Bi, 
имеющих сравнительно большой шаг. 

Следует отметить, что при решении задач нестационарной теплопро-
водности многослойных систем приходится использовать очень сложные 
характеристические уравнения [2]. Это обусловлено главным образом боль-
шим числом параметров, свойственным таким  физическим процессам. 

Из формулы (1) следует, что параметры Bi и K равнозначны, напри-
мер, паре чисел Bi = 1, K = 10 и паре Bi = 10, K = 1 будут соответствовать од-
ни и те же собственные числа μn. Из выражения (1) также вытекает, что 
искомые корни μn должны располагаться в интервалах 
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Причем, последнее выражение можно представить также в несколь-

ко ином виде, а именно: 
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т. е. интервалы искомых корней μn существенно сокращаются. 

Таблицы, приведенные в [1], как отмечалось ранее, имеют сущест-
венно ограниченные возможности. Поэтому целесообразно разработать 
универсальный  аналитический подход для расчета корней уравнения (1) 
и ему подобных. В [2], [3] предложены достаточно эффективные приемы 
исследования таких зависимостей. 

Наибольший интерес, как правило, представляет значение первого 
собственного числа решаемой тепловой задачи. С этой точки зрения удоб-
нее зависимость (1) представить в форме 
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Тогда, учитывая, что 10
2


  , вполне приемлемо левую часть соот-

ношения (2) записать в виде ограниченного степенного ряда [4]: 
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Отброшенные члены этого ряда в случае 1
2


   для инженерных рас-

четов пренебрежимо малы. 
Тогда (2) преобразуется в алгебраическое уравнение 
 

4 23 1 3 0.
3

BiK
Bi K BiK 

 
      

 
    (4) 

 

Отсюда 
2

2

1

3 9
1 1 3

2 3 4 3

Bi K Bi K
Bi K Bi K Bi K

    
            

   
  (5) 

 
Рассмотрим частный случай Bi = K = 1. Тогда 
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1 0.3046 0,5564   . 
 
Табличное значение [1] 1 0,5560  . 
При Bi = 1, K = 10 (или Bi = 10, K = 1) 
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1 0,6617 0,8134   . 

 
Табличное значение 1 0,80951  . 

Для Bi = K = 10 
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1 1,86176 1,36446   . 

 
Табличное значение 1 1.31023  . 
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Из этих расчетов следует, что полученное аналитическим путем μ1 
для не слишком больших величин параметров Bi и K обладает высокой 
точностью (погрешность доли процента). 

Если же комплексы Bi и K одновременно оказываются весьма значи-
тельными, то вычисленный корень μ1 будет несколько выше действи-
тельного. В таких случаях целесообразно использовать вместо (3) более 
расширенный степенной ряд, а именно (4): 
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Если принять числовое значение коэффициента P постоянным и 

равным 
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то тогда вместо алгебраического биквадратного уравнения (4) получим 
его новую модификацию: 
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искомое решение которого запишется следующим образом: 
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На основе (10) определим μ1 для рассмотренного выше случая  

Bi = K = 10. Причем параметр P будет равен: 
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Подставляя указанные значения в (10) находим: 
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т. е.                                                    1 1,7295 1,3151    . 
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Таким образом, второе приближение дает значение μ1, которое весь-
ма мало отличается от табличного. 

Решение (10) можно привести к существенно более простому виду. 
Для этого, используя разложение в ряд второго слагаемого в выражении 
(10) и ограничиваясь двумя его членами, нетрудно получить следующую 
зависимость: 
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Формула (11) является существенно более универсальной, чем выве-

денная Гровером и Холтером в работе [5], так как она охватывает практи-
чески весь возможный диапазон корня μ1. Тогда как рекомендованная 
вышеназванными авторами применима только в тех случаях, когда пер-
вый корень μ1 намного меньше единицы. 

Однако нужно помнить, что при использовании (11) необходимо 
корректировать коэффициент P согласно выражению (8). 

Теперь проведем исследование уравнения (1) для случая, когда но-
мер корня n > 1. 

Первоначально примем, что число Bi = 0 (или K = 0), тогда формула 
(1) упрощается и принимает вид 
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Первый корень этой зависимости при любых величинах K равен 0  
(μ1 = 0). Последующие корни (n >1), как следует из ранее сказанного, долж-
ны удовлетворять условию 
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Необходимые числа μn (n > 1) легко находятся на основе итерацион-
ной процедуры. Например, принимая в качестве исходного значения 
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Определяем второе приближение μn2 из условия 
 

2
n

ntg
K


   .      (13)

 
 

Далее по величине μn2 аналогичным путем вычисляем μn3: 
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Как правило, имеет место быстросходимость, т. е. обычно μn3 очень 
близко приближается к истинному значению μn. При этом искомый корень 
μn располагается в интервале между двумя ранее рассчитанными. 

Аналогичным методом удается вычислить все собственные числа μn 
характеристического  уравнения (1) и в общем случае. 

В качестве примера рассмотрим задачу определения второго корня 
уравнения (1) при условии, что Bi = K = 1. За исходную величину примем в 

частности 2,1  
2
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получим согласно [6] 2,2 2,7046  . 

Действуя по аналогичной схеме, находим последовательно 
 

2,3 2,4 2,52,2791 ;  2,3978    2,3610и     . 

 
Табличное значение μ2, соответствующее принятым данным, равно 

μ2 = 2,3695. 
Из приведенных результатов следует, что сходимость процесса по-

следовательных приближений «снизу» и «сверху» сравнительно высокая. 
Она может быть усилена, если на третьем шаге брать средние ариф-

метические значения из двух предыдущих. 
Заключение. Произведен расчет собственных чисел в задаче нагрева 

теплопроводного тела с теплоизоляционным покрытием. Полученные 
аналитические зависимости обладают высокой точностью расчета, но 
значительно проще классических методов расчета. 

Полученная методика совместно с разработанными ранее методами 
расчета собственных чисел [7–9] позволяют решать широкий спектр за-
дач, связанных с нестационарным теплообменом плоских и цилиндриче-
ских тел малой кривизны. 
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