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Цель исследования – аналитическое описа-

ние рабочего процесса измельчения восковой 
основы пчелиных сотов, являющегося одним 
из этапов технологии очистки воскового сы-
рья от органических водорастворимых загряз-
нений, а также технологии извлечения перги 
из перговых сотов. В статье описаны конст-
руктивно-технологическая схема и принцип 
работы штифтового измельчающего устрой-
ства. Произведена теоретическая оценка 
времени, затрачиваемого на процесс измель-

чения, в основу которой положен вероятност-
ный подход без учета прочностных и тепло-
физических свойств материала и при мини-
мальном рассмотрении кинематической со-
ставляющей процесса измельчения. На осно-
вании полученной вероятностной модели про-
ведено численное моделирование времени из-
мельчения сотов. Результат численного мо-
делирования показал, что на начальном этапе 
измельчения, когда количество кусков сотов, 
находящихся в рабочей камере, мало, а размер 
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их относительно велик, вероятность соуда-
рения на каждом обороте рабочего вала мак-
симальна. С увеличением количества кусков, а, 
соответственно, уменьшением их размеров, 
вероятность соударения монотонно умень-
шается. Размещение на рабочем валу более 6 
штифтов не представляется целесообраз-
ным, так как время измельчения при этом со-
кращается незначительно. При значении обо-
ротов рабочего вала 1250 об/мин и 3 установ-
ленных на валу штифтах время измельчения 
куска сотов до частиц с заданными геометри-
ческими размерами составит 13 с. Полученная 
математическая модель может быть исполь-
зована при проектировании штифтовых из-
мельчающих аппаратов. 

Ключевые слова: пчелиные соты, восковое 
сырье, воск, перга, очистка, измельчение, 
штифтовый измельчитель. 

  
The objective of the research is analytical de-

scription of working process of the crushing of a 
wax basis of bee sot which is one of stages of 
technology of purification of wax raw materials of 
organic water-soluble pollution and also technolo-
gies of extraction of a beebread from honeycombs. 
In the study constructive and technological scheme 
and the principle of operation of bayonet crushing 
device are described. Theoretical assessment of 
time spent for crushing process which basis proba-
bilistic approach without strength and warm physi-
cal properties of material is and by the minimum 
consideration of a kinematic component of process 
of crushing is made. On the basis of received prob-
abilistic model numerical modeling of time of crush-
ing of sot is carried out. The result of numerical 
modeling has shown that at the initial stage of 
crushing when the quantity of pieces of the sot 
which are in working camera aren't enough, and 
their size is rather big, the probability of impact on 
each turn of working shaft is maximum. With the 
increase in quantity of pieces, and respectively, the 
reduction of their sizes, the probability of impact 
monotonously decreases. The placement on the 
worker more than 6 pins isn't advisable to a shaft 
as crushing time at the same time is reduced slight-
ly. At value of turns of working shaft of 1250 Rpm 
and three pins established on shaft time of crushing 
of a piece of sot to particles with the set geomet-
rical sizes will be 13 seconds. Received mathemat-

ical model can be used at the design of the bayonet 
crushing devices. 

Keywords: honeycombs, wax raw materials, 
wax, beebread, cleaning, crushing, pin grinder. 

 
Введение. Воск – важнейший продукт пче-

ловодства, получивший широкое распростране-
ние в различных отраслях промышленности, 
медицине и фармацевтике [1–3]. Спрос на этот 
продукт с каждым годом увеличивается, в том 
числе в связи с тем, что производство его неве-
лико. Кроме того, значительная часть произво-
димого воска уходит на воспроизводство сото-
вого хозяйства, т. е. потребляется на самих па-
секах [4–6]. Одним из путей решения проблемы 
дефицита качественного воска может быть со-
вершенствование технологий переработки вос-
кового сырья, что обеспечит возможность полу-
чения этого продукта в бо  льших объемах и зна-
чительно лучшего качества [7]. Одна из наибо-
лее ответственных операций в предложенных 
нами способах переработки воскового сырья 
заключается в его измельчении, например, с 
использованием измельчителей штифтового 
типа [8–15]. 

Принцип работы подобных устройств состоит 
в следующем. Подлежащие переработке в каче-
стве воскового сырья куски сотов массой 50–70 г, 
предварительно отделенные от деревянных 
рамок, охлаждают до температуры -1…-6 °С. 
Если соты подготавливают специально для из-
влечения перги, то их охлаждают до более низ-
ких температур, так как в данном случае необ-
ходимо также разрушить органическую оболочку 
на гранулах [11, 15, 16]. Охлажденные куски со-
тов порционно загружают в рабочую камеру из-
мельчителя при установившейся частоте вра-
щения рабочего вала, где они подвергаются 
ударному воздействию штифтов, измельчаются 
и проникают через решетчатое дно в выгрузной 
отсек, затем подвергаются пневмосепарирова-
нию. В результате получается масса измель-
ченного воскового сырья и загрязнений в виде 
перги. 

Важнейшими показателями любого техниче-
ского устройства является производительность 
и энергоемкость осуществляемого им процесса. 
Для определения этих параметров необходимо 
знать время, в течение которого перерабаты-
ваемый продукт достигает требуемых свойств.  
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Цель и задачи исследования. Целью дан-
ного исследования является аналитическое 
описание рабочего процесса измельчения вос-
ковой основы пчелиных сотов. Для достижения 
поставленной цели создана математическая 
модель, позволяющая оценить время рабочего 
процесса измельчения пчелиных сотов до дос-
тижения определенного размера измельченных 
частиц. Построение этой модели реализовано 
на вероятностном подходе без учета прочност-
ных и теплофизических свойств материала и 
при минимальном рассмотрении кинематиче-
ской составляющей процесса измельчения. 

Материалы и методы исследования. До-
пустим, что справедлива аппроксимация от-
дельной ячейки пчелиных сотов прямой шести-
угольной призмой, в основании которой лежит 
правильный шестиугольник. Тогда объем ячейки 
V0, м3, составит: 

 

2 2

0

1 3 3
6 sin

2 3 2

 
        

 
V a h a h ,  (1) 

 
где a – длина ребра основания ячейки сотов 
(сторона правильного шестиугольника), м;           
h – длина бокового ребра ячейки сотов (высота 
призмы), м. 

Площадь полной поверхности одной ячейки 
сотов S0, м2, составит: 

 

2

0

3 3
6

2
    S a h a .                (2) 

 
По окончании процесса измельчения обра-

зуются чешуйки восковой основы, геометрия 
которых аппроксимируется кругом радиуса r, см. 
Площадь чешуйки составит: 

 
2 s r .                          (3) 

 
Распределение измельчаемого материала 

внутри рабочей камеры измельчителя опреде-
ляется его конструктивными параметрами и ре-
жимом работы. В дальнейшем будем использо-
вать следующие величины: высота рабочей ка-
меры L, м; диаметр рабочей камеры D, м; коли-
чество штифтов N, шт.; длина штифта l, м; диа-
метр штифта d, м; толщина воздушно-
продуктового слоя b, вовлекаемого в движение 

вращающимся ротором м; частота вращения 
вала ротора Ω, с-1; линейная скорость конца 
штифта v, м/с. 

Последний показатель определяется выра-
жением 

 

2   v l .                        (4) 
 
Далее понадобится выражение средней ли-

нейной скорости штифта. Этот показатель оп-
ределяется как средняя арифметическая ли-
нейных скоростей конца штифта и той его части, 
которая расположена на внутренней границе 
воздушно-продуктового слоя толщиной b: 
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ср

b
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Если количество отдельный ячеек в куске со-

тов (число элементарных объемов) равно           
n0 = [V/V0], где V – первоначальный объем куска 
сотов, загружаемого в рабочую камеру измель-
чителя, то полная поверхность восковой основы 
(без учета граничных эффектов) составит S0·n0. 
Поскольку каждая грань поверхности разделяет 
две ячейки, то полученную величину следует 
разделить на два. В итоге получаем общую эф-
фективную площадь всех чешуек восковой ос-
новы в куске сотов (символ [x] означает целую 
часть действительного числа x): 

 

0

0

1

2

 
    

 

V
S S

V
.                    (6) 

 
Далее необходимо оценить количество уда-

ров, наносимых по куску сотов рабочими орга-
нами измельчителя, достаточного для образо-
вания чешуек восковой основы заданной сред-
ней площади, определяемой по выражению (3). 
Предполагается, что при одном ударе штифта 
исходный кусок сотов делится на две части. В 
результате получаются два куска сотов. Каждый 
из двух кусков сотов, в свою очередь, разбива-
ется вновь на два куска. В итоге получаем, что 
после трех ударов исходный кусок разбит на 
четыре части. Таким образом, в результате 
ударов сотов о штифт образуются чешуйки вос-
ковой основы. 
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Оценка полного количества ударов штифта 
по кускам сотов определяется выражением 

 

1 УN S s .                        (7) 

 
Для расчетов воспользуемся вероятностным 

подходом. Сделаем допущение, что каждый 
удар и, соответственно, дробление на две части 
не зависит от результатов предыдущих соуда-
рений. Также допустим, что конструктивные 
особенности устройства таковы, что при соуда-
рении штифта с куском сотов угловая скорость 
штифта не меняется (масса штифта много 
больше массы куска сотов). 

Вероятность соударения куска сотов со 
штифтом определяется, с одной стороны, гео-
метрическими размерами кусков сотов и объе-
мом воздушно-продуктового слоя, в котором 
вращаются штифты, а с другой стороны – раз-
мерами штифтов. Произведем расчет этой ве-
роятности на одном обороте вала. 

 
 

Объем воздушно-продуктового слоя в камере 
измельчителя  

 
2 2
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C
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 .         (8) 

 
Объем слоя, в котором вращается один 

штифт внутри воздушно-продуктового слоя 
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2
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 .      (9) 

 
Допустим, что исходный кусок сотов разде-

лен на n частей. Тогда объем каждой части кус-
ка сотов равен V/n. Если предположить, что каж-
дая часть аппроксимируется шаром, то в зависи-
мости от величины n радиус шара ρ(n) составит 
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3

( )
4

V
n
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.                   (10) 

Столкновение штифта с куском сотов произойдет, когда центр куска будет удален от края штиф-
та на расстояние не больше радиуса ρ(n). Объем этого слоя определяется выражением 
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Вероятность столкновения одного штифта с 

куском сотов на одном обороте вала P1(n), при 
условии, что справедлива формула геометриче-
ской вероятности, составит 
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Если на валу ротора установлено N штиф-

тов, тогда геометрическая вероятность соуда-
рения куска сотов хотя бы с одним из них, т. е. 
вероятность разрушения Pр(n), определяется 
выражением 

 

 1( ) 1 1 ( )  
N

рP n P n  .           (13) 

 

Рассчитаем количество оборотов ротора из-
мельчителя, необходимое для дробления кус-
ков сотов до частиц с заданными геометриче-
скими параметрами, и определим время из-
мельчения. 

Предположим, что вероятность одного со-
ударения не зависит от иных условий и опреде-
ляется только количеством кусков в рабочей 
камере. Тогда справедлива схема независимых 
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испытаний (схема Бернулли). Значение числа 
соударений определяется выражением 

 
M(n) = n·P(n).                      (14) 

 
Выполним еще одно усреднение по количе-

ству кусков сотов, предполагая, что произволь-
ное число кусков внутри рабочей камеры равно-
возможно. 

Среднее значение числа соударений на од-
ном обороте вала с одним штифтом равно 
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1
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 .             (15) 

 
Тогда требуемое количество оборотов рабо-

чего вала определяется следующим образом 

(символ  x  означает верхнее округление дей-

ствительного числа x): 
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î á
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                    (16) 

 
Среднее время работы измельчителя tср, с, 

при измельчении куска сотов заданного перво-
начального объема V, м3, составит: 
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                     (17) 

 
Полное время работы измельчителя при пе-

реработке требуемого количества воскового 
сырья определяется выражением 

 

1
,C Ó

ñð

M N
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                  (18) 

 
где MC – масса перерабатываемого сырья, кг; γ – 
плотность сырья, кг/м3. 

Результаты исследования и их анализ. 
Численное моделирование времени измельче-
ния сотов проводили с использованием матема-
тического пакета Mathcad 14.0. Числовые пара-
метры модели (исходные данные): V = 7.5·10-5 
м3; a = 0.0048 м; h = 0.0087 м; r = 0.0015 м;             
D = 0.19 м; L = 0.3 м; d = 0.01 м; l = 0.095 м;             
N = {1,3,6} шт.; b = 0.04 м. Результаты модели-
рования представлены в виде графических за-
висимостей на рисунке. 

 

 
Рис. 1. Результаты численного моделирования времени измельчения пчелиных сотов  
в штифтовом измельчителе при различном количестве штифтов, установленном  

на рабочем валу: а – зависимость вероятности разрушения куска сотов Pр(n) на одном обороте 
вала от мгновенного значения количества кусков, находящихся в рабочей камере измельчителя; 

б – зависимость времени измельчения сотов t, с, от частоты вращения рабочего вала Ω, с-1 
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Из представленных результатов следует, что 
при малом числе кусков сотов или, что одно и то 
же, при больших их размерах вероятность со-
ударения на каждом обороте рабочего вала 
максимальна и составляет 0,21 для схемы с 
одним штифтом, 0,5 для трехштифтовой схемы 
и 0,76 для схемы с размещением шести штиф-
тов на рабочем валу. С увеличением количест-
ва кусков, а, соответственно, уменьшением их 
размеров, вероятность соударения монотонно 
уменьшается (рис. 1, а). 

Время измельчения монотонно уменьшается 
при увеличении числа оборотов рабочего вала с 
установленными штифтами, при этом число ус-
тановленных штифтов существенно влияет на 
время процесса измельчения только при малом 
их количестве (рис. 1, б). Размещение на рабо-
чем валу более 6 штифтов не представляется 
целесообразным, так как время измельчения 
при этом сокращается незначительно. Так, при 
значении оборотов рабочего вала 1250 об/мин и 
трех штифтах время измельчения куска сотов 
до частиц с заданными геометрическими раз-
мерами составит 13 с. 

Выводы. Получена вероятностная модель, 
оценивающая время измельчения сотов в зави-
симости от числа оборотов рабочего вала и ко-
личества установленных на нем рабочих орга-
нов – штифтов.  

Результат численного моделирования пока-
зал, что при малом числе кусков сотов или, что 
одно и то же, при больших их размерах вероят-
ность соударения на каждом обороте рабочего 
вала максимальна. С увеличением количества 
кусков, а соответственно, уменьшением их раз-
меров, вероятность соударения монотонно 
уменьшается. Размещение на рабочем валу 
более шести штифтов не представляется целе-
сообразным, так как время измельчения при 
этом сокращается не значительно. При значе-
нии оборотов рабочего вала 1250 об/мин и трех 
установленных штифтах время измельчения 
куска сотов до частиц с заданными геометриче-
скими размерами составит 13 с. Полученная 
модель может быть использована при проекти-
ровании штифтовых измельчающих аппаратов. 
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