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Расчеты по методу конечных элементов (МКЭ) 

трехмерного напряженного состояния композитных и 
однородных оболочек вращения, цилиндрических оболо-

чек и конструкций больших размеров сводятся к по-
строению дискретных моделей высокой размерности. 
Для понижения размерности дискретных моделей эф-
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фективно используются многосеточные конечные эле-
менты (МнКЭ). При построении композитного МнКЭ 
используется система вложенных сеток. Мелкая сетка 
порождена базовым разбиением МнКЭ, которое сколь 
угодно точно учитывает его неоднородную структуру 
и форму (без увеличения размерности МнКЭ). На круп-
ных сетках по МКЭ определяются функции перемеще-
ний, которые применяются для понижения размерности 
базового разбиения, что позволяет проектировать 
МнКЭ малой размерности. Функции перемещений и на-
пряженное состояние в МнКЭ, которое описывается 
уравнениями трехмерной теории упругости, представ-
ляются в локальных декартовых системах координат. 
В этом случае МнКЭ оболочечного типа не имеют пе-
ремещений как жесткого целого. В данной работе 
предложен метод образующих конечных элементов (КЭ) 
для построения упругих трехмерных композитных (од-
нородных) МнКЭ двух типов. Криволинейные МнКЭ 1-го 
типа получаются путем поворота заданного плоского 
образующего КЭ вокруг заданной оси на заданный угол, 
МнКЭ 2-го типа – путем параллельного перемещения 
образующего КЭ в заданном направлении на заданное 
расстояние. Такой подход позволяет проектировать 
МнКЭ, один характерный размер которых значительно 
больше (меньше) других. МнКЭ 1-го и 2-го типа приме-
няются при расчете композитных оболочек вращения, 
колец, круглых пластин, дисков, валов, цилиндрических 
оболочек с переменным радиусом кривизны, пластин и 
балок сложной формы. Предложены МнКЭ 1-го и 2-го 
типа для расчета трехмерного напряженного состоя-
ния основных силовых элементов крыльев и фюзеляжей 
самолетов, корпусов кораблей, подводных лодок и ра-
кет, гофрированных пластин и оболочек. Рассмотрена 
процедура построения криволинейных МнКЭ с помощью 
суперэлементов с внутренними узлами, применение 
которых приводит к уменьшению погрешности реше-
ний. Предлагаемые МнКЭ порождают дискретные мо-
дели малой размерности. Предложены верхние оценки 
погрешностей приближенных решений. 

Ключевые слова: упругость, композиты, многосе-
точные конечные элементы, балки, пластины, кольца, 
валы, оболочки вращения и цилиндрические оболочки.  

 
Calculations by Finite Element Method (FEM) of the 

three-dimensional strained state of large-sized structures 
(wings and fuselages of aircraft, marine hulls, submarines and 
rockets) reduce to the construction of discrete models of very 
high dimension. To reduce the dimensionality of discrete 
models, three-dimensional multigrid finite elements (MgFE) 
are used. When constructing a composite MgFE, a nested 
grid system is used. A fine grid is generated by a basic parti-
tioning of the MgFE that arbitrarily closely takes into account 
its heterogeneous structure and shape (without increasing the 
dimension of the MgFE). On large grids the functions of 
movements applied to the decrease of dimension of basic 
splitting allowing to project MgFE of small dimension are de-
termined by FEM. The MgFE displacement functions and 
stress state described by the equations of the three-
dimensional elasticity problem are represented in local Carte-
sian coordinate systems. In this case MgFE of cover type has 
no movements as rigid whole. In the study the method of the 
forming final elements (FE) for creation of elastic three-
dimensional composite (uniform) MgFE of two types is of-
fered. Curvilinear type 1 MgFE are obtained by turning a giv-

en plane forming FE around a given axis at a given angle, 
type 2 MgFE – by parallel moving forming FE in a given direc-
tion for a given distance. This approach allows projecting the 
design of MgFE which size is significantly larger (smaller) 
than others’. MgFE of the 1st and 2nd type are applied at 
calculation of composite covers of rotation, rings, round 
plates, disks, shaft, cylindrical covers with a variable radius of 
curvature, plates and beams of difficult form. The 1st and 2nd 
type MgFE are proposed for calculating three-dimensional 
stress state of the main power elements of the wings and 
fuselage of aircraft, ship hulls, submarines and missiles, cor-
rugated plates and shells. The procedure of constructing the 
first and second type MgFE used to calculate the three-
dimensional stress state of the primary structural members of 
the wings and aircraft fuselages, marine hulls, submarines 
and missiles (stringers, frames, spars, bulkheads, floor, deck 
and shells of various shapes) is considered. Proposed MgFE 
generate small dimensional discrete models. Upper errors of 
approximate soiutions are proposed. 

 Keywords: elasticity, composites, multigrid final ele-
ments, beams, plates rings, shafts, covers of rotation and 
cylindrical covers. 

 
Введение. Анализ напряженного состояния композит-

ных оболочек вращения и цилиндрических оболочек по 
методу конечных элементов (МКЭ) [1] с применением 
уравнений трехмерной задачи теории упругости [2] при-
водит к построению базовых дискретных моделей высо-
кой размерности. В основе построения приближенных 
(технических) теорий деформирования упругих композит-
ных оболочек лежат гипотезы [3, 4], которые порождают 
решения с неустранимой погрешностью. Расчет конструк-
ций больших размеров с применением технических тео-
рий также сводится к построению дискретных моделей 
высокой размерности. Для понижения размерности таких 
моделей используются многосеточные конечные элемен-
ты (МнКЭ) [5–8], которые лежат в основе метода многосе-
точных конечных элементов [9–14]. 

В данной работе для проектирования трехмерных 
МнКЭ сложной формы и больших размеров предложен 
метод образующих конечных элементов (КЭ), который 
отличается от известных подходов построения МнКЭ [5–
8]. Согласно методу, область МнКЭ получается путем 
заданного перемещения в трехмерном пространстве 
плоского односеточного КЭ (1сКЭ) заданной формы и 
порядка, который будем называть образующим 1сКЭ. 
Предложенный метод позволяет проектировать МнКЭ 
двух типов. МнКЭ 1-го типа получаются путем поворота 
образующего 1сКЭ вокруг заданной оси на заданный угол, 
МнКЭ 2-го типа – путем параллельного перемещения 
образующего КЭ вдоль заданной прямой, перпендикуляр-
ной к плоскости образующего КЭ (любая точка образую-
щего КЭ перемещается по прямой, параллельно задан-
ной) на заданное расстояние. Узлы образующего 1сКЭ 
являются узлами крупной сетки МнКЭ, причем узлы вся-
кого поперечного сечения крупной сетки МнКЭ являются 
узлами образующего 1сКЭ. Такой подход упрощает про-
цедуру построения функций перемещений на крупных 
сетках МнКЭ сложной формы, в которой используются 
степенные и (по направлению движения образующего КЭ) 
лагранжевые полиномы. Предлагаемый метод позволяет 
проектировать МнКЭ, один характерный размер которых 
значительно больше (меньше) других. 
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Криволинейные МнКЭ 1-го и 2-го типа применяются 
для расчета трехмерного напряженного состояния компо-
зитных оболочек вращения [13, 14], круглых пластин [14], 
дисков, колец, валов, цилиндрических оболочек с пере-
менным радиусом кривизны, пластин, прямолинейных и 
криволинейных балок сложного поперечного сечения. 
Кратко изложены процедуры построения МнКЭ 1-го и 2-го 
типа для расчета трехмерного напряженного состояния 
основных силовых элементов крыльев и фюзеляжей са-
молетов, корпусов кораблей, подводных лодок и ракет. 
Рассмотрено проектирование криволинейных МнКЭ с 
помощью суперэлементов с внутренними узлами, приме-
нение которых приводит к уменьшению погрешности ре-
шений. 

Цель исследований. Разработка процедур построе-
ния упругих трехмерных композитных (однородных) мно-
госеточных конечных элементов сложной формы и боль-
ших размеров. 

 Методы и результаты исследований. В данной 
работе для построения упругих трехмерных композитных 
МнКЭ предлагается метод образующих КЭ. Согласно 
предложенному методу, область трехмерного МнКЭ по-
лучается путем соответствующего перемещения в трех-
мерном пространстве плоского образующего КЭ заданной 

формы и порядка. При построении МнКЭ используются 
степенные и лагранжевые полиномы и уравнения трех-
мерной задачи теории упругости, представленные в ло-
кальных декартовых системах координат. Предлагаемые 
МнКЭ эффективны при расчете композитных оболочек вра-
щения, цилиндрических оболочек, балок и пластин сложной 
формы при произвольном статическом нагружении.  

1. Метод образующих конечных элементов 
 1.1. Композитные трехмерные двухсеточные 

КЭ 1-го типа. Оболочки вращения. Рассмотрим по-
строение трехмерных композитных двухсеточных КЭ 
(2сКЭ) 1-го типа на примере расчета упругой композитной 

оболочки вращения 
0V  постоянной толщины h . Отметим, 

что срединная поверхность оболочки 
0V  получается в 

результате вращения плоской кривой ap  (образующей 

кривой) относительно оси (оболочки), лежащей в плоско-

сти этой кривой. Область оболочки 
0V  представляем 

трехмерными 2сКЭ 
dV  (рис. 1), где 1/ mlds  , 1m  – 

задано, l  – длина образующей кривой ap , cd  – ось 

оболочки. По толщине оболочки используем один 2сКЭ. 

  

 

Рис. 1. Оболочечный 2сКЭ dV  

 

 

Рис. 2. Образующий 1сКЭ 
a

dV  

Область 2сКЭ dV  образуется путем поворота обра-

зующего 1сКЭ 
a

dV  сложной формы (рис. 2) вокруг оси 

cd  оболочки на угол 0 , отвечающий разбиению обо-

лочки на 2сКЭ, 20 /2 m  , 2m  – задано. Узлы об-
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разующего 1сКЭ 
a

dV  3-го порядка отмечены точками. 

Угол 0  будем называть углом раствора 2сКЭ dV . На 

рисунке 1 радиусы 1R , 3R  ( 2R , 4R ) описывают ниж-

ние (верхние) границы боковых поверхностей 2сКЭ dV . 

Считаем, что между компонентами неоднородной струк-

туры 2сКЭ dV  связи идеальны. Область 2сКЭ dV  пред-

ставляем базовым разбиением dR , которое состоит из 

(базовых) однородных криволинейных 1сКЭ eV  1-го по-

рядка (подробно в [5]). Разбиение dR  учитывает неодно-

родную структуру, сложную форму 2сКЭ dV  и порождает 

мелкую сетку dh , ,,...,1 Me   где M – общее число 

1сКЭ 
eV . На мелкой сетке dh  определяем крупную сетку 

dH  2сКЭ dV , узлы которой на рисунке 1 отмечены 

точками (36 узлов). Отметим, что в общем случае некото-
рые узлы крупных сеток МнКЭ могут не совпадать с узла-
ми мелких сеток. Функции перемещений, напряжений и 

деформаций 1сКЭ eV  удовлетворяют закону Гука и соот-

ношениям Коши, которые отвечают трехмерной теории 
упругости [2] и записаны в локальной декартовой системе 

координат 1сКЭ eV , т.е. во всей области 1сКЭ eV , следо-

вательно, и в области 2сКЭ dV  реализуется трехмерное 

напряженное состояние. Узлы образующего 1сКЭ явля-
ются узлами крупной сетки 2сКЭ. Значит, узлы всякого 
поперечного сечения крупной сетки 2сКЭ являются узла-

ми образующего 1сКЭ. Для 2сКЭ dV  введем две локаль-

ные системы координат: декартовую Oxyz  и криволи-

нейную O , как показано на рисунках 1, 2. Начало 

координат этих систем совпадает и находится в узле O  

крупной сетки dH . Плоскость O  проходит через ось 

cd  оболочки. Отметим, что образующий 1сКЭ 
a

dV  ле-

жит в плоскости O  (см. рис. 2). Ось O  проходит по 

нижней границе образующего 1сКЭ 
a

dV , ось O  – по 

нижней границе боковой поверхности 2сКЭ, описанной 

радиусом 1R , ось O  является продолжением радиуса 

Oc  вращения начала системы координат O  (т.е. 

узла O  сетки dH ) (см. рис. 1). Ось Oy  расположена в 

плоскости O , причем, OOy  . Ось Ox  пер-

пендикулярна биссектрисе угла 0  раствора 2сКЭ dV , 

т.е. проходит через крайние узлы (через узлы O , g ) 

крупной сетки dH , лежащие на оси O  (см. рис. 1). 

Так как плоскость O  перпендикулярна плоскости 

O , то OyOx  . Для узлов крупной сетки dH  

введем криволинейную целочисленную систему коорди-

нат Oijk           (см. рис. 1, 2), где 4,...,1, kj , 

3,...,1i . Ось Oi  совпадает с осью O . Оси Oj , 

Ok  совпадают со смежными сторонами 1сКЭ 
a

dV  (см. 

рис. 2). Для узла        p  имеем 2i , 1, kj . При 

малых углах 0  считаем 

 

 ,x  z .                            (1) 

 

 Полином ),( yPd  для 1сКЭ 
a

dV  3-го порядка (см. 

рис. 2), представленный в локальной декартовой системе 

координат Oy , имеет вид 
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7

2

6

2
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21),(





yayaayayaa

yaayPd (2) 

3

12

3

11

3

10

3

9  ayayaya  . 

 

 Базисную функцию ),,(  yxijk  для узла (с цело-

численными координатами) kji ,,  крупной сетки dH  

2сКЭ dV  определяем в форме  
 

 )(),(),,( xLyNyx ijkijk   ,             (3) 
 

где ),( yN jk  – базисная функция узла kj,  образую-

щего 1сКЭ 
a

dV  (см. рис. 2), отвечающая полиному 

),( yPd  вида (2), 4,...,1, kj , )(xLi  – полином 

Лагранжа 2-го порядка  
 

 



3

,1

)/()()(
ipp

pipi xxxxxL ,         (4) 

 

где 3,...,1i , px  – координата узла p  крупной сетки 

dH , лежащего на оси O  (рис. 1). 

 Таким образом, базисные функции 2сКЭ 1-го типа 
представляются степенными полиномами, которые явля-
ются функциями формы образующего КЭ, и полиномами 
Лагранжа в направлении вращения образующего КЭ во-

круг заданной оси (оболочки). В силу малости угла 0  

раствора 2сКЭ dV  (см. рис. 1) с учетом (1) имеем 

 

;1Rx    ;1Rx iii    

;1Rx ppp    3,...,1, pi ,            (5) 

 

где   – угол раствора точки  ; p  – угол раствора 

узла p  крупной сетки 2сКЭ dV , лежащего на оси O  

(см. рис. 1). 
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  Учитывая представления (5) в формулах (3), (4), по-
лучаем 

 

)(),(),,(  ijkijk LyNy  ,            (6) 

 
где  
 


 




3

,1

)(
ipp pi

p

iL



 , 3,...,1i .        (7) 

 

 При )()()(),,(  kjiijk LyLLy   получа-

ем случай, описанный в [6, 7]. 

 Для каждого узла kji ,,  сетки dH  определим це-

лое 1 , введем обозначение ijkN   , 

36,...,1 . Функции перемещений du , dv , dw  

2сКЭ dV  представим в виде 

 

 



36

1

uNud , 



36

1

 


 vNvd , 



36

1

 


 wNwd ,  (8) 

 

где N ,  wvu ,,  – базисная функция и перемеще-

ния  -го узла сетки dH . 

Функционал полной потенциальной энергии dП  ба-

зового разбиения dR  2сКЭ dV  запишем в матричной 

форме 
 

 )  ][
2

1
(

1

e

T

e

M

e

ee

T

ed KП Pδδδ


 ,            (9) 

 

где ][ eK , eP , eδ  – матрица жесткости, векторы узло-

вых сил и перемещений 1сКЭ eV , представленные в ло-

кальной декартовой системе координат Oxyz  2сКЭ dV .  

Используя (8), вектор узловых перемещений eδ  КЭ 

eV  выражаем через вектор узловых перемещений dδ  

крупной сетки dH  2сКЭ dV , т.е. определяем равенство  

 

 d

d

ee A δδ ][ ,                           (10) 

 

где ][ d

eA  – прямоугольная матрица, Me ,...,1 . 

 Подставляя (10) в (9) и выполняя принцип минимума 

полной потенциальной энергии для 2сКЭ dV , т.е. 

0/)(  dddП δδ , получаем соотношение 

 

dddK Fδ ][ , 

где 



M

e

d

ee

Td

ed AKAK
1

]][[][][ , 



M

e

e

Td

ed A
1

][ PF , 

здесь ][ dK  – матрица жесткости; dF – вектор узловых 

сил 2сКЭ dV . 

 Отметим, что функции (8) используются только для 
понижения размерности функционала (9), крупная сетка 

dH  определяет размерность 2сКЭ dV , размерность 

сетки dH  меньше размерности мелкой сетки dh  базо-

вого разбиения dR . 

 Замечание 1. В силу (10) размерность вектора dδ  

(т.е размерность 2сКЭ dV ) не зависит от M – общего 

числа КЭ eV , из которых состоит область 2сКЭ dV . 

Следовательно, можно использовать сколь угодно мелкие 

базовые разбиения dR , которые позволяют сколь угодно 

точно учитывать сложную форму, неоднородную и микро-

неоднородную структуру 2сКЭ dV , сложный характер его 

закрепления и нагружения и сколь угодно точно описы-
вать трехмерное напряженное состояние в области 2сКЭ 

dV  (важно отметить, что без увеличения размерности 

2сКЭ dV ). Измельчение базовых разбиений МнКЭ при-

водит к уменьшению погрешности решений. 
 Пусть образующий КЭ не имеет внутренних узлов 

(например, 1сКЭ 
a

dV , рис. 2). Тогда на базовом разбие-

нии dR  2сКЭ dV  с помощью метода конденсации стро-

им суперэлемент dG  [1, 5]. Полную потенциальную энер-

гию 2сКЭ dV  выражаем через суперэлемент dG , т.е. 

матрицу жесткости и вектор узловых сил 2сКЭ dV  опре-

деляем с помощью суперэлемента dG . Расчеты показы-

вают, что применение 2сКЭ, построенных с помощью 
суперэлементов, приводит к уменьшению погрешности 
решений. Если 2сКЭ порождают дискретные модели вы-
сокой размерности, то следует использовать (трехсеточ-
ные КЭ) 3сКЭ (четырехсеточные КЭ) 4сКЭ и т.д. Отметим, 
что при построении 3сКЭ используются два образующих 

КЭ 1V  и 2V . Образующий КЭ 1V  применяется при по-

строении 2сКЭ, КЭ 2V  – при построении 3сКЭ. Отметим, 

что узлы образующего КЭ 2V  являются узлами крупной 

сетки 3сКЭ. Итак, при проектировании n -сеточного КЭ 

используются 1n  образующих КЭ, причем узлы 1n  
образующего КЭ являются узлами крупной сетки n -
сеточного КЭ.  

 1.2. Композитные трехмерные двухсеточные 
КЭ 2-го типа. Прямолинейные балки сложной фор-
мы. Цилиндрические оболочки. Рассмотрим процедуру 
построения трехмерных композитных 2сКЭ 2-го типа на 

примере 2сКЭ pV  (рис. 3), который представляет прямо-

линейную балку со сложным поперечным сечением, рас-
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положенную в декартовой системе координат Oxyz . 

Балка имеет продольное отверстие, сечение которого на 
рисунке 3 заштриховано. Считаем, что между компонен-

тами неоднородной структуры 2сКЭ pV  связи идеальны. 

Область 2сКЭ pV  представляем базовым разбиением 

pR , которое состоит из однородных криволинейных 

1сКЭ eV  1-го порядка, ;,...,1 Me   M – общее число 

1сКЭ eV . Во всей области 1сКЭ eV , следовательно и в 

2сКЭ pV , реализуется трехмерное напряженное состоя-

ние (см. п. 1.1). 

 
 

Рис. 3. 2сКЭ pV  балочного типа 

 

 
 

Рис. 4. Образующий 1сКЭ 
a

pV  

 
 

Разбиение pR  учитывает неоднородную структуру и 

сложную форму 2сКЭ pV  и порождает мелкую сетку ph , 

на которой определяем крупную криволинейную сетку 

pH  2сКЭ pV , узлы которой отмечены точками (48 узлов,  

рис. 3). Область 2сКЭ образуется путем параллельного 

перемещения плоского образующего 1сКЭ 
a

pV  (рис. 4) 

сложной формы с отверстием (сечение которого заштри-

ховано) вдоль оси Oy  на заданное расстояние d  (точ-

ка O  области 1сКЭ 
a

pV  перемещается по оси Oy  на 

расстояние d ). Узлы 1сКЭ 
a

pV  3-го порядка являются 

узлами крупной сетки pH  (отмечены точками, 12 узлов). 

Для узлов крупной сетки 2сКЭ pV  введена целочислен-

ная криволинейная система координат Oijk . Оси Oi , 

Ok  направлены по смежным сторонам 1сКЭ 
a

pV  (рис. 

4), ось Oj  по оси Oy  (рис. 3), 4,...,1,, kji . Ба-

зисную функцию ),,( zyxijk  для узла (с целочислен-

ными координатами) kji ,,  крупной сетки pH  2сКЭ pV  

2-го типа определяем в виде 

 

 )(),(),,( yLzxNzyx jikijk  ,            (11) 

 

где ),( zxNik  – базисная функция узла ki,  образую-

щего 1сКЭ 
a

pV  (рис. 4), отвечающая полиному  

 

 xzazaxaazxP 4321),( 2

5xa  

 2
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8xza             (12) 

3

12

3
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9 zaxazxaxza  , 

 

4,...,1, ki , )(yLj  – полином Лагранжа 3-го порядка, 

имеющий вид 
 





4

,1

)/()()(
ipp

pjpj yyyyyL , 

 

где 4,...,1j , py  – координата узла p  крупной сетки 

pH , лежащего на оси Oy  (рис. 3). 
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 Итак, базисные функции ),,( zyxijk  2сКЭ 2-го ти-

па представляются степенными полиномами, которые 

являются функциями формы ),( zxNik  образующего 

КЭ и полиномами Лагранжа )(yLj
 в направлении (оси 

Oy , рис. 3) поступательного прямолинейного движения 

образующего КЭ. Отметим, что вместо полиномов Ла-

гранжа )(yLj , nj ,...,1  можно использовать базис-

ные функции )(yN j , которые отвечают степенному по-

линому )(yPn  вида 

n

nn yayayaayP  ...)( 2

210
, где constai  . 

Основные соотношения для 2сКЭ pV  определяются по 

процедурам п. 1.1. 
 Замечание 2. Предложенный метод позволяет про-

ектировать 2сКЭ (МнКЭ) сложной формы, у которых один 

характерный размер (в направлении Oy ) значительно 

больше или меньше других. В направлении (оси Oy ) 

большого характерного размера 2сКЭ целесообразно 
использовать высокий порядок аппроксимации переме-
щений (т.е. высокий порядок полинома Лагранжа )(yLj

), 

что позволяет строить решения с малой погрешностью. 
Отметим, что изложенные подходы применимы для по-
строения и односеточных КЭ.  

 При расчете цилиндрической оболочки (с перемен-
ным радиусом кривизны) образующий КЭ (рис. 4) лежит в 
плоскости ее поперечного сечения и описывает геомет-
рию сечения, ось Oy (рис. 3) параллельна прямой, кото-
рая является образующей срединной поверхности обо-
лочки.  

  2. Расчет основных силовых элементов крыльев 
и фюзеляжей самолетов, корпусов кораблей, подвод-
ных лодок и ракет 

 Рассмотрим расчет трехмерного напряженного со-
стояния крыльев и фюзеляжей самолетов, корпусов ко-
раблей, подводных лодок и ракет с применением 2сКЭ 
(МнКЭ) 1-го и 2-го типа. Основными силовыми элемента-
ми таких конструкций являются композитные и однород-
ные оболочки вращения и цилиндрические оболочки с 
переменным радиусом кривизны, прямолинейные и кри-
волинейные балки (стрингеры, шпангоуты) со сложным 
поперечным сечением, продольные и поперечные стенки 
сложной формы (лонжероны, нервюры, переборки) и пла-
стины различной толщины (пол самолета, палуба кораб-
ля).  

 2.1. Расчет крыла самолета. Пусть крыло самоле-
та, расположенное в глобальной декартовой системе 

координат OXYZ , имеет две продольные вертикаль-

ные стенки (два лонжерона L1, L2), шесть продольных 
балок (стрингеров) и цилиндрическую оболочку сложной 
формы. На рисунке 5 схематично показаны силовые эле-
менты крыла, расположение и сечения балок (стрингеров) 
отмечены точками. 

 

 
 

Рис. 5. Схема силовых элементов крыла 

 

Рис. 6. Образующие 1сКЭ 0V , bV  

 
Отметим, что срединная поверхность цилиндрической 

оболочки образуется прямой линией AB , которая дви-
жется параллельно самой себе по произвольной кривой 

L , CDAB | | , CDAB   (на рис. 5 L  – замкнутая 

кривая), ось Oy параллельна образующей прямой AB. В 
общем случае цилиндрические оболочки относятся к обо-
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лочкам одинарной переменной кривизны. Дискретная 
модель крыла состоит из трехмерных 2сКЭ 2-го типа, 

которыми представляем продольные стенки толщиной h , 
балки и оболочку крыла (постоянной толщины h1). Обра-

зующий 1сКЭ 0V  толщиной h1 (рис. 6) для 2сКЭ 
0

eV  

длиной d  (рис. 7) (который представляет оболочку кры-
ла), имеет 12 узлов (которые являются узлами крупной 

сетки 2сКЭ 
0

eV ), отмеченные точками. Образующий 1сКЭ 

bV  (формы криволинейного прямоугольника размерами 

ba , рис. 6) для 2сКЭ 
bV  длиной d  (рис. 7) (который 

представляет продольную балку), имеет 4 узла (которые 

являются узлами крупной сетки 2сКЭ 
bV ), отмеченные 

точками. Узлы крупных сеток 2сКЭ 
0

eV  и 2сКЭ 
bV  на 

рисунке 7 отмечены точками. Области 2сКЭ 
0

eV , 
bV  

получаются путем параллельного перемещения обра-

зующих 1сКЭ 0V , bV  (см. рис. 6) вдоль оси Oy  на за-

данное расстояние d . Каждая точка образующих 1сКЭ 

0V , bV  движется по прямой, параллельной оси Oy . 

Размер d  значительно больше других размеров 2сКЭ 
0

eV , 
bV . 2сКЭ 

0

eV  имеет 60 узлов 2сКЭ 
b

aV  – 20 узлов 

(рис. 7). Обозначим: ),( zxNi  – функция формы i -го 

узла образующего 1сКЭ 0V  , которая отвечает полиному 

вида (12), представленного в локальной декартовой сис-

теме координат Oxyz  (рис. 7), т.е. Oxz (рис. 6), 

12,...,1i . Пусть узлы 1p ,…, 5p  крупной сетки 2сКЭ 

0

eV  лежат на прямой, параллельной оси Oy  (рис. 7). 

 

 
 

Рис. 7. 2сКЭ 
0

eV  оболочечного типа, 2сКЭ 
bV  балочного типа 

 

Введем полиномы Лагранжа )(yL j  4-го порядка, 

имеющие вид 
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ipp

pjpj yyyyyL , 

 

где jy  – координата узла jp , 5,...,1j .  

 Для пары чисел ji, , где 12,...,1i , 5,...,1j , 

определим целое 1 , 60,...,1 . Базисную функ-

цию ),,( zyx  для узла   крупной сетки 2сКЭ 
0

eV  

ищем в виде  
 

 )(),(),,( yLzxNzyx ji ,            (13) 

 

где 1,...,1 ni  , 2,...,1 nj  , 21nn – общее число 

узлов крупной сетки 2сКЭ, для рисунка 7 имеем 121 n , 

52 n , 60 . 

В формуле (13) базисные функции   2сКЭ 2-го типа 

представляются функциями формы ),( zxNi
 образующе-

го КЭ и в направлении движения образующего КЭ, т.е. по 

оси Oy , полиномами Лагранжа )(yL j
. Для 2сКЭ bV

 

(см. рис. 7) базисные функции ),,( zyx  определяем 

по формуле (13), где 41 n , 52 n , 20 , ),( zxNi
 – 

базисная функция i -го узла 1сКЭ bV , которая отвечает 

полиному xzazaxaazxPb 4321),(  , представ-

ленному в локальной декартовой системе координат 

Oxyz  (рис. 7), т.е. Oxz (см. рис. 6). Продольные стенки 

крыла представляем 2сКЭ 
S

rV  формы прямоугольного 

параллелепипеда. Область 2сКЭ 
S

rV  (рис. 8) получается 

путем параллельного перемещения образующего 1сКЭ 

SV  (рис. 9) вдоль оси Ox  на расстояние h .  

Размеры B , H  2сКЭ 
S

rV  значительно больше h  

(толщины стенки). 2сКЭ 
S

rV  имеет 36 узлов. 
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Рис. 8. 2сКЭ 
S

rV  (стенки крыла) 

 

 

Рис. 9. Образующий 1сКЭ SV  

 

Базисную функцию ),,( zyx  для узла   круп-

ной сетки 2сКЭ 
S

rV  представим в виде (в направлении 

движения образующего КЭ, т.е. по оси Ox  используем 
полиномы Лагранжа) 

 

 )(),(),,( xLzyNzyx ji ,              (14) 

 

где 12,...,1i , 3,...,1j , 36,...,1 , )(xL j  – 

полиномы Лагранжа 2-го порядка, которые определяются 

для узлов крупной сетки 2сКЭ 
S

rV , лежащих на оси Ox  

(см. рис. 8), ),( zyNi  – функция формы i-го узла обра-

зующего 1сКЭ SV , которая отвечает полиному  

 yzazayaazyPS 4321),( 2

5 ya

 2

6za zya 2

7 2

8 yza
3

12

3

11

3

10

3

9 zayazyayza  , 

записанному в локальной декартовой системе координат 

Oxyz  (см. рис. 8), т.е. Oyz  (рис. 9). 

 2.2. Расчет корпуса корабля. Пусть фрагмент кор-
пуса корабля (симметричный относительно плоскости 

Oyz , Oxyz  – декартовая система координат) имеет пять 

продольных балок 1l , четыре криволинейных балки 

(шпангоута) 2l , продольную стенку B , пластину (палубу) 

S  и поперечную стенку (переборку) A  (рис. 10). Про-

дольные стенки типа B , балки 1l  и оболочка корпуса 

корабля представляются 2сКЭ (МнКЭ), построение кото-
рых рассмотрено в п. 2.1. Рассмотрим поперечную криво-

линейную балку (шпангоут) 2l  корабля (рис. 10). Область 

2сКЭ 
a

LV  (рис. 11), который аппроксимирует балку 2l , 

получается путем параллельного перемещения обра-

зующего 1сКЭ LV  (рис. 12) вдоль оси Oy  на расстоя-

ние d , d – ширина балки.  

Размеры поперечного сечения балки dh , где h  – 

высота (толщина) балки, отвечают дуге ds  (рис. 11). 
Поперечная балка может иметь переменную толщину. 

Крупная сетка 2сКЭ 
a

LV  имеет 24 узла. 

 

 
Рис. 10. Схема силовых элементов корпуса корабля   
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Рис. 11. 2сКЭ 
a

LV  типа шпангоут 

 

 
 

Рис. 12. Образующий 1сКЭ LV  

 

Базисную функцию ),,( zyx  для узла   крупной 

сетки 2сКЭ 
a

LV  определяем в формуле (13), где 121 n , 

22 n , 24 , ),( zxNi –- функция формы i-го узла 

образующего 1сКЭ LV , которая отвечает полиному вида 

(12), записанного в локальной декартовой системе коорди-

нат Oxyz  (см. рис. 11), т.е. Oxz (рис. 12), )(yL j  – по-

линомы Лагранжа 1-го порядка. Стенку A  представляем 
2сКЭ различной формы. Размеры стенки A  в направле-

нии осей Ox , Oz  значительно больше размера в на-

правлении оси Oy . Область 2сКЭ 
b

gV  (рис. 13) получа-

ется путем параллельного перемещения образующего 

1сКЭ gV  (рис. 14) вдоль оси Oy  на расстояние h , h  

– толщина стенки. Крупная сетка 2сКЭ 
b

gV  имеет 27 уз-

лов. Базисную функцию ),,( zyx  для узла   круп-

ной сетки 2сКЭ 
b

gV  представляем в форме (13), где 

91 n , 32 n , 27 , ),( zxNi  – функция формы 

i -го узла 1сКЭ gV , которая отвечает полиному 

),( zxPg , вида  

 

,

),(

22

9

2

8

2

7

2

6

2

54321

zxaxzazxaza

xaxzazaxaazxPg




 

 

представленного в локальной системе координат Oxyz

(рис. 13), т.е. Oxz (рис. 14), )(yL j  – полиномы Лагран-

жа 2-го порядка. 

 

 

Рис. 13. 2сКЭ 
b

gV  (стенки A ) gV  
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Рис. 14. Образующий 1cКЭ 
 

Поперечные стенки типа A  состоят из криволиней-

ных 2сКЭ 
b

gV  и 2сКЭ формы прямоугольного параллеле-

пипеда (типа 2сКЭ 
S

rV , см. рис. 8). Характерные размеры 

B , H  криволинейного 2сКЭ 
b

gV  (см. рис. 13) и 2сКЭ 

S

rV  значительно больше размера h . Отметим, что ба-

зовые разбиения криволинейных 2сКЭ могут быть сколь 
угодно мелкими, т.е. могут сколь угодно точно учитывать 
их сложную форму. Если 2сКЭ порождают дискретные 
модели высокой размерности, то следует использовать 
(трехсеточные) 3сКЭ или (четырехсеточные) 4сКЭ и т.д. 

 При расчете трехмерного напряженного состояния 
фюзеляжей самолетов, корпусов подводных лодок и ра-
кет, подкрепленных продольными и поперечными стен-
ками, балками и пластинами, можно использовать 2сКЭ, 
которые проектируются с применением образующих 1сКЭ 
по процедурам п. 1, 2. 

 3. Расчет гофрированных пластин и оболочек. 
Рассмотрим расчет трехмерного напряженного состояния 

гофрированных пластин и продольно-гофрированных 

цилиндрических оболочек толщиной h  с применением 

трехмерных МнКЭ 1-го и 2-го типа. Для расчета гофриро-
ванной пластины (рис. 15) используются МнКЭ 2-го типа. 

Дуга Oa  представляется элементарными дугами 

ids , Nlds ii / , il  – длина дуги Oa , N – задано. 

Для 2сКЭ 
p

WV  волнообразной пластины (см. рис. 15) об-

разующий 1сКЭ WV  3-го порядка показан на рисунке 16, 

узлы 1сКЭ WV  отмечены точками, Oxz – локальная 

система координат. 
Для пластины с профилем гофра (рис. 17) использу-

ются тонкостенные 2сКЭ 2-го типа формы прямоугольного 
параллелепипеда. На рисунке 18 показана схема про-
дольно-гофрированной (волнообразной) цилиндрической 
оболочки. 

 

 
 

Рис. 15. Схема гофрированной пластины 
 

 
 

Рис. 16. Образующий КЭ WV  
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Рис. 17. Профиль гофра пластины 

 

 
Рис. 18. Схема гофрированной оболочки 

 

 
При расчете такой оболочки используются 2сКЭ 2-го ти-

па, которым отвечают образующие КЭ типа WV  (рис. 16).  

 4. Применение суперэлементов с внутренними 
узлами при построении криволинейных МнКЭ. Рас-

смотрим криволинейные МнКЭ 1-го типа. Пусть образую-

щий 1сКЭ 1V  3-го порядка для 2cКЭ dV  оболочечного 

типа (см. рис. 1) имеет четыре внутренних узла (рис. 19).

  

 
Рис. 19. Образующий 1сКЭ 1V  

  

В этом случае крупная сетка 2сКЭ dV  имеет четыре 

внутренних узла. Вектор hδ  узловых перемещений мел-

кой сетки 
dh  базового разбиения dR  2сКЭ dV  предста-

вим в виде 
T

gh },{ 0δδδ  , где gδ  ( 0δ ) – вектор 

перемещений граничных (внутренних) узлов сетки 
dh . 

Пусть 
T

BA },{0 δδδ  , где Bδ  – вектор перемещений 

тех узлов мелкой сетки 
dh , которые совпадают с внут-

ренними узлами крупной сетки dH  2сКЭ dV , 

dd hH  , Aδ  – вектор остальных перемещений внут-

ренних узлов сетки 
dh . Выражаем узловые перемеще-

ния вектора Aδ  через перемещения вектора Sδ , где 

T

BgS },{ δδδ  , т.е. строим равенство SA C δδ ][ , 

где ][C  – прямоугольная матрица. В результате получа-

ем суперэлемент с внутренними узлами (которые являют-

ся внутренними узлами крупной сетки 
dH ). Расчеты по-

казывают, что применение криволинейных 2сКЭ, постро-

енных с помощью суперэлементов с внутренними узлами, 
приводит к уменьшению погрешности решений. 

 5. Верхние оценки погрешностей приближенных 
решений. Нетрудно показать, что 
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,  (15) 

 

где 
nw0  (

n

0 ) – максимальное перемещение (эквива-

лентное напряжение) дискретной модели nR  упругого 

тела, которая состоит из m-сеточных КЭ заданного типа, 

m – целое, 2m , Nn ,...,1 ; Nm,  – заданы, 0w , 

0  – точные решения для 
nw0 , 

n

0 ; 
w

nC , 

nC  – верх-

ние оценки для погрешностей 
w

n , 
n , p  – целое, за-

дано, 2p . 

 В (15) вместо 
pnw 

0 , 
pn

0 можно соответственно 

использовать
pNw 

0 , 
pN 

0 . 
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 Параметры p  и N  определяются для заданных 

типов МнКЭ и заданного закона измельчения тела на 
МнКЭ с помощью тестовых расчетов. Для мелких разбие-

ний можно принять 53p . Отметим, что 
w

nC , 

nC  

– приближенные оценки. Однако, с увеличением p  и N  

(т.е. при измельчении разбиения тела на МнКЭ), оценки 
w

nC , 

nC  стремятся к погрешностям 

w

n , 
n  (в этом 

случае 00 ww pN 
,  NприpN

00  ), что 

важно при построении приближенных решений с задан-
ной малой погрешностью [15]. 

 Замечание 3. Для композитов регулярной структуры 
больших размеров целесообразно использовать фиктив-
ные модули упругости, которые определяются с помощью 
R-соотношений. Для трехмерных композитов                    
R-соотношения представлены в работе [16], для двумер-
ных композитов – в [17–19].  

 Замечание 4. Упругие МнКЭ проектируются с приме-
нением известных степенных и лагранжевых полиномов и 
уравнений трехмерной задачи теории упругости. Геомет-
рические формы МнКЭ подобны формам известных 1сКЭ. 
При этом выполняется принцип минимума полной потен-
циальной энергии для каждого МнКЭ и для всей многосе-
точной дискретной модели тела. Это обеспечивает схо-
димость приближенных решений (при уменьшении раз-
меров МнКЭ) к точным решениям, что подтверждается 
тестовыми расчетами и верификацией криволинейных 
МнКЭ [7]. 

 Заключение. В данной работе предложен метод об-
разующих конечных элементов для построения трехмер-
ных композитных и однородных МнКЭ сложной формы с 
целью расчета композитных оболочек вращения и цилин-
дрических оболочек, и конструкций, у которых один харак-
терный размер значительно больше (меньше) других 
размеров. Достоинства МнКЭ состоят в том, что они сколь 
угодно точно учитывают сложную форму конструкций, 
неоднородную структуру и описывают трехмерное напря-
женное состояние (без увеличения размерностей МнКЭ), 
образуют дискретные модели малой размерности.  
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Для получения качественной овощной продукции в 

технологическом процессе овощеводства защищенного 
грунта применяют светодиодные облучательные ус-

тановки, эффективность которых не вызывает сомне-
ния. Установлено, что для управления продукционным 
процессом необходимо формировать спектр фитоизлу-


