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 ВВЕДЕНИЕ 

 

При всех изменениях в электрической цепи – включении, вы-

ключении, коротком замыкании, колебаниях величины какого-либо 

параметра – в ней возникают переходные процессы. 

При переходных процессах могут возникать большие перена-

пряжения, сверхтоки, электромагнитные колебания, которые могут 

нарушить работу устройства вплоть до его выхода из строя.  

Изучение переходных процессов весьма важно, так как позво-

ляет установить, как деформируется по форме и амплитуде сигнал, 

позволяет выявить превышения напряжения на отдельных участках 

цепи, которые могут оказаться опасными для изоляции установки, 

увеличения амплитуд токов, которые могут в десятки раз превышать 

амплитуду тока установившегося периодического процесса, а также 

позволяет определять продолжительность переходного процесса. 

Кроме того, работа многих электротехнических устройств, особенно 

устройств промышленной электроники, основана на переходных 

процессах, что также объясняет необходимость их изучения. 
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1. ВОЗНИКНОВЕНИЕ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ                       

И ЗАКОНЫ КОММУТАЦИИ 

 

В электрических цепях могут происходить включения и отклю-

чения пассивных или активных ветвей, короткие замыкания отдель-

ных участков, переключения и т. д. Такие изменения параметров на-

зывают коммутационными (происходят мгновенно), а процессы назы-

вают переходными. Переходные процессы заканчиваются спустя не-

которое время (теоретически бесконечно большое) после коммутации. 

 Начало отсчета времени переходного процесса при  начи-

нается с момента коммутации. 

Момент времени непосредственно перед коммутацией обозна-

чается « », а после коммутации – « ». 

 Существует два закона коммутации.  

Первый закон коммутации. В индуктивном элементе ток и маг-

нитный поток непосредственно после коммутации в момент, который 

называется моментом коммутации  или  сохраняет зна-

чение, которое он имел непосредственно перед коммутацией, т. е. при 

 и дальше начинает изменяться с этого значения: 

 

  .                              (1.1) 

 

Если допустить, что в момент коммутации ток на катушке изме-

нится скачком, то напряжение на индуктивном элементе 

   будет бесконечно большим, а в цепи не будет выпол-

няться второй закон Кирхгофа. 

Второй закон коммутации. На емкостном элементе напряже-

ние (заряд) сохраняет в момент коммутации то значение, которое оно 

имело непосредственно перед коммутацией, и в дальнейшем оно из-

меняется, начиная именно с этого значения: 

 

.                       (1.2) 
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Если допустить, что в момент коммутации напряжение на емкост-

ном элементе изменяется скачком, то ток  будет беско-

нечно большим и в цепи не будет выполняться второй закон Кирхгофа. 

С энергетической точки зрения невозможность мгновенного из-

менения тока  и напряжения  объясняется невозможностью скач-

кообразного изменения запасенной в индуктивном и емкостном эле-

ментах энергии (энергии магнитного поля  и энергии элек-

трического поля  – ), так как скачкообразное изменение энер-

гии требует бесконечно больших мощностей, что не имеет физиче-

ского смысла, так как реальные источники питания не обладают бес-

конечно большой мощностью и не могут ее обеспечить. 

 

1.1. Приведение задачи в переходном процессе к решению 

линейного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами 

 

Е

R

L

i

 
 

Рисунок 1.1 

 

Запишем уравнение по второму закону Кирхгофа для схемы на 

рисунке 1.1 при замкнутом ключе. Сумма падений напряжения на ин-

дуктивности L и сопротивлении R равна ЭДС Е: 

 

, 

или  

   .                                    (1.3) 

 



 
 

6 
 

Как известно из курса математики, уравнение, содержащее неиз-

вестную функцию (в нашем случае i) и ее производные (в нашем слу-

чае ), называют дифференциальным уравнением. 

Определение тока как функции времени есть решение диффе-

ренциального уравнения. Решение линейных дифференциальных 

уравнений производится в основном тремя методами: классическим, 

операторным и методом интеграла Дюамеля. 

Известно, что общий интеграл линейного дифференциального 

уравнения равен сумме частного решения неоднородного уравнения 

плюс общее решение однородного уравнения. Частное решение урав-

нения (1.3) равно . Однородное уравнение получаем из исходно-

го, если в нем возьмем правую часть равной нулю: 

 

                                                  .                                       (1.4) 

 

Решением однородного уравнения является показательная 

функция вида . Постоянные  и  не зависят от времени. Для 

рассматриваемого примера  и . Тогда решение урав-

нения (1.3) записывают так: 

 

 .                                      (1.5) 

 

Частное решение неоднородного дифференциального уравнения 

называют принужденной составляющей тока (напряжения), а полное 

решение однородного уравнения – свободной составляющей. 

 

1.2. Переходный, установившийся и свободный процессы 

 

Рассмотрим пример: включение  последовательного контура  

RLC-цепи к источнику ЭДС , которая изменяется во времени непре-

рывно и задана каким-либо аналитическим выражением. 

Запишем второй закон Кирхгофа для произвольного момента 

времени: 

 

                                          ,                                (1.6) 
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где  uc  – ток переходного процесса (переходный ток) или просто ток: 

 

                                      .                                  (1.7) 

 

Когда с переходным процессом можно уже не считаться, насту-

пает принужденный режим (установившийся режим). Когда наступит 

установившийся режим, уравнение (1.6) примет следующий вид: 

 

       ,                             (1.8) 

 

где   и  – ток и напряжение установившегося режима (или уста-

новившиеся ток и напряжение). Вычитая почленно (1.8) из (1.6) и 

обозначая , получаем 

 

                 ,   

или 

               . 

        

Разности токов и напряжений переходного процесса и принуж-

денного режимов называют соответственно током и напряжением 

свободного процесса или просто свободным током и напряжением. 

 Следовательно, во время переходного процесса токи и напряже-

ния могут быть разложены на слагающие в общем случае принуж-

денного, а при постоянных и периодических ЭДС или токах источни-

ков установившегося режима и свободного процесса: 

 

. 

 

2. КЛАССИЧЕСКИЙ МЕТОД РАСЧЕТА ПЕРЕХОДНЫХ 

ПРОЦЕССОВ 

 

Классический метод расчета заключается в интегрировании  

дифференциальных уравнений, связывающих токи и напряжения це-

пи, в результате чего появляются постоянные и в определении посто-

янных из начальных условий,  вытекающих из законов коммутации. 
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 Начальными условиями называются значения переходных 

токов в индуктивных элементах и напряжений на емкостных элемен-

тах при , т. е. те значения, которые в момент коммутации не из-

меняются скачком. Их называют независимыми начальными усло-

виями. 

 Зависимые начальные условия – это начальные значения 

всех остальных токов и напряжений. 

Зависимые начальные условия определяются по независимым 

начальным условиям при помощи уравнений, составленных по пер-

вому и второму законам Кирхгофа. 

В соответствии с классическим методом расчета, переходный 

ток в ветви схемы представляют в виде суммы принужденного и сво-

бодного токов. Принужденный ток определяется в установившемся 

режиме после коммутации. Этот ток создается внешним источником 

питания. Если в цепь включен источник постоянной ЭДС, принуж-

денный ток будет постоянным, если в цепи действует источник сину-

соидальной ЭДС, принужденный ток изменяется по периодическому, 

синусоидальному закону; свободный ток определяется в схеме после 

коммутации, из которой исключен внешний источник питания. Сво-

бодный ток создается внутренними источниками питания – ЭДС са-

моиндукции индуктивности или напряжением заряженной емкости. 

Свободный ток определяют по формуле 

 

. 

 

Количество слагаемых в формуле равно числу реактивных эле-

ментов (индуктивностей и емкостей) в схеме. P1, P2 – корни характе-

ристического уравнения. А1, А2 – постоянные интегрирования, опре-

деляются с помощью начальных условий. Начальные условия – это 

переходные токи и напряжения в момент коммутации, в момент вре-

мени t, равный нулю. Независимыми называют начальные условия, 

подчиняющиеся законам коммутации, законам постепенного, непре-

рывного изменения. Это напряжение на емкости uc(0) и ток в ветви          

с индуктивностью iL(0) в момент коммутации. Остальные начальные 

условия: напряжение и ток в ветви с сопротивлением uR(0)  и iR(0), 

напряжение на индуктивности uL(0), ток в ветви с емкостью iC(0) – 

это зависимые начальные условия. Они не подчиняются законам 

коммутации и могут изменяться скачком. 
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Для анализа переходного процесса предварительно следует при-

вести схему к минимальному числу накопителей энергии, исключив 

параллельные и последовательные соединения однотипных реактив-

ных элементов (индуктивностей или емкостей). Система интегро-

дифференциальных уравнений, составленных в соответствии с зако-

нами Кирхгофа или методом контурных токов, может быть сведена 

путем подстановки к одному дифференциальному уравнению, кото-

рое используется для составления характеристического уравнения. 

Порядок дифференциального, следовательно, и характеристиче-

ского уравнения зависит от числа реактивных элементов приведенной 

схемы. Главная трудность в решения задачи классическим методом 

для уравнений высоких порядков состоит в отыскании корней харак-

теристического уравнения и постоянных интегрирования. Поэтому 

для решения уравнений порядка выше второго применяют другие ме-

тоды, в частности операторный метод, основанный на применении 

преобразования Лапласа и исключающий трудоемкую процедуру 

отыскания постоянных интегрирования. 

Для практических целей при анализе переходных процессов             

в любой схеме классическим методом может быть рекомендован сле-

дующий алгоритм. 

1. Рассчитать принужденный (установившийся) режим при 

t→∞. Определить принужденные токи и напряжения. 

2. Рассчитать режим до коммутации. Определить токи в ветвях 

с индуктивностью и напряжения на конденсаторах. Значения этих ве-

личин в момент коммутации являются независимыми начальными 

условиями. 

3. Составить дифференциальные уравнения для свободного 

процесса (Е=0) в схеме после коммутации по законам Кирхгофа или 

по методу контурных токов. Алгебраизировать данные уравнения, 

получить характеристическое уравнение и найти его корни. Сущест-

вуют приемы, упрощающие операцию отыскания корней характери-

стического уравнения, например, приравнивание нулю входного опе-

раторного сопротивления цепи, которое получается путем замены            

в выражении комплексного сопротивления цепи множителя «jω» на 

оператор «р». 

4. Записать общие выражения для искомых напряжений и токов 

в соответствии с видом корней характеристического уравнения. 
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5. Переписать величины, полученные в п. 4, и производные от 

них при t=0. 

6. Определить необходимые зависимые начальные условия, ис-

пользуя независимые начальные условия. 

7. Подставив начальные условия в уравнения п. 5, найти посто-

янные интегрирования. 

8. Записать законы изменения искомых токов и напряжений. 

3. КОРОТКОЕ ЗАМЫКАНИЕ RL-ЦЕПИ 

 

На схеме (рис. 3.1) ветвь с сопротивлением и индуктивностью 

внезапно замыкается ключом К накоротко. Ток в катушке до комму-

тации был постоянным: 

 

.                           (3.1) 

 

Е

R

L

K

R0
i=i0

 

 

Рисунок 3.1 

 

Найдем закон изменения тока в катушке. Установившийся ток           

в катушке  после коммутации равен нулю, тогда  

 

.                        

 

 В соответствии с классическим методом 

 

       .                 (3.2) 
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Принужденный ток после коммутации замыкается через рубиль-

ник, имеющий нулевое сопротивление, и через индуктивность не про-

текает. Индуктивный ток имеет только свободную составляющую: 

 

.                  (3.3) 

 

Магнитное поле, исчезая, индуктирует в индуктивной катушке 

ЭДС самоиндукции. Свободный ток в RC контуре существует за счет 

этой электродвижущей силы. Запишем уравнение для свободного то-

ка в RL контуре, используя второй закон Кирхгофа. Свободный ток  

удовлетворяет однородному дифференциальному уравнению первого 

порядка 

 

                 ,                               (3.4) 

 

общее решение которого имеем в виде экспоненты 

 

                 ,                                     (3.5) 

 

где  корень характеристического уравнения; производная 

 

. 

    

Подставим значения свободного тока и производной тока                  

в уравнение (3.4): 

 

.   (3.6) 

 

Уравнение (3.6), полученное из (3.4), называют характерис-       

тическим. 

 – постоянная времени переходного процесса, изме-

ряется в секундах. 

Постоянная времени τ – это интервал времени, за который пере-

ходный ток уменьшается в   раз  по сравнению со своим начальным 

значением. 
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Постоянную интегрирования А определяем с помощью началь-

ного условия. 

 При  из (3.5) следует 

 

.         

 

В соответствии с первым законом коммутации 

 

. 

     

После коммутации 

 

. 

     

Для графического определения  проведем касательную к кри-

вой  в любой ее точке С (рис. 3.2).  

 

t
0

С

Д В

С0

В0

A=i(0+)

β

τ

i

 
 

Рисунок 3.2 

 

Значение подкасательной ВД может быть найдено из треуголь-

ника СВД 

 

,     
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где  – масштабы, то есть постоянная времени равна длине 

любой подкасательной. В частности, она равна длине подкасательной 

 для касательной , проведенной в начальной точке . 

 Величина, обратная постоянной времени, называется коэффици-

ентом затухания RL-цепи: 

 
.
 

Свободный ток затухает тем медленнее, чем больше постоянная 

времени  или чем больше коэффициент затухания , то есть чем 

больше индуктивность L и чем меньше сопротивление R. 

 Электродвижущая сила самоиндукции 
 

 
 

при  равна напряжению на сопротивлении R и в момент комму-

тации поддерживает значение тока на начальном уровне. 

 С энергетической точки зрения процесс короткого замыкания 

RL-цепи показывает, что вся энергия, запасенная до коммутации               

в магнитном поле катушки равна 
 

 

. 

  

В течение переходного процесса она превращается в сопротив- 

лении R в тепло: 
 

.  

 

4. ВКЛЮЧЕНИЕ RL-ЦЕПИ НА ПОСТОЯННОЕ НАПРЯЖЕНИЕ 
 

В схеме на рисунке 4.1 до коммутации рубильник разомкнут.          

В результате коммутации рубильник замыкается и подключает R-L 

цепь к источнику постоянной ЭДС. 
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R

L

i=iL

U

 
 

Рисунок 4.1 

 

Дифференциальное уравнение при включении RL-цепи на по-

стоянное напряжение (к источнику ЭДС Е) неоднородное 

 

      

и имеет решение в виде суммы установившейся и свободной состав-

ляющих 

 

.      

 

Установившаяся составляющая тока равна 

 

. 

  

В свободном режиме из схемы исключен внешний источник пи-

тания. Свободный ток определяется по формуле 

 

.      

 

Постоянная интегрирования  определяется с учетом известного 

начального условия. До коммутации тока в цепи не было, поэтому со-

гласно первому закону коммутации  при  имеем 

 

, ,    

 .      
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Напряжение на индуктивности равно 

 

.        

 

Поскольку до включения напряжение  было равно нулю, а в 

момент коммутации , то переходное и свободное напряжения 

на индуктивности изменяются скачком. На рисунке 4.2 изображены 

кривые переходного, принужденного, свободного токов и переходно-

го напряжения на индуктивности. Свободный ток и напряжение на 

индуктивности плавно уменьшаются до нуля. В момент коммутации 

свободный и принужденный токи одинаковы по абсолютной величи-

не. Переходный ток начинается при включении с нуля, затем возрас-

тает, приближаясь к установившемуся постоянному значению. 

 

t0

i

U uL

i

iу

U/R

uL ,

iсв

 

Рисунок 4.2 

 

 

5. ВКЛЮЧЕНИЕ RL-ЦЕПИ НА СИНУСОИДАЛЬНОЕ 

НАПРЯЖЕНИЕ 

 

При включении RL-цепи (см. рис. 4.1) на синусоидальное на-

пряжение , установившийся ток также синусои-

дальный: 

 

, 
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где ; .  

Переходный ток равен 

 

. 

      

В цепи до включения тока не было. Поэтому при  имеем 

 

  

и 

.
 

Окончательно получаем 

 

. 

      

Напряжение на индуктивности 

 

. 

 
Зависимости переходного тока от времени при различных зна-

чениях разностей ψ–φ показаны на рисунке 5.1. Их анализ позволяет 

сделать следующие выводы: 

1. Если в момент включения установившийся ток равен нулю 

 или , то свободной составляющей тока не воз-

никает и в цепи сразу возникает установившийся режим. 
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t0

i

i

iу

iсв

 

Рисунок 5.1 

2. Если в момент включения установившийся ток имеет наи-

большее значение ( ), свободный ток достигает максималь-

ного по модулю значения приблизительно через половину периода, 

однако ни при каких условиях он не может превышать удвоенной ам-

плитуды установившегося тока. 

 

6. КОРОТКОЕ ЗАМЫКАНИЕ RC-ЦЕПИ 

 

Конденсатор емкостью С был заряжен от источника постоянной 

ЭДС (рис. 6.1) до напряжения , затем замкнулся ключ и кон-

денсатор разрядился через резистор R. Ветвь с резистором и конден-

сатором назовем RC-цепь. В цепи существует только свободный ток 

за счет напряжения заряженного конденсатора. Выберем положи-

тельные направления напряжения на конденсаторе и тока совпадаю-

щими, так что ток 

 

   .                              (6.1) 
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Е
RK

R0
i

С uc

 
 

Рисунок 6.1 

 

Запишем уравнение второго закона Кирхгофа для цепи после 

коммутации: 

 

          .                                        (6.2) 

 

На основании (6.1) и (6.2) составим дифференциальное уравне-

ние для напряжения: 

 

.                               (6.3) 

 

Это однородное уравнение первого порядка. Соответствующее 

характеристическое уравнение 

 

     

 

имеет корень . Общее решение: 

 

.  
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Величина  называется коэффициентом затухания RC-цепи. 

Чем больше С и R, тем медленнее в цепи затухают свободные ток и 

напряжение, тем медленнее происходит разрядка конденсатора. 

 Постоянную интегрирования  определяют из начальных условий. 

Согласно закону коммутации напряжение на емкости в момент 

коммутации не может измениться скачком, поэтому 
 

.
 

 

Для напряжения на конденсаторе получим 
 

,    

        

Ток согласно (6.1) равен 

 

.                             (6.4) 

 

Переходный ток и переходное напряжение на конденсаторе по 

показательному закону уменьшаются до нуля (рис. 6.2). 
 

t0

i

U0

i

uс,

uс

U /R0

 
Рисунок 6.2 

 

С энергетической точки зрения процесс короткого замыкания 

RC-цепи характеризуется переходом энергии, запасенной до комму-

тации в электрическом поле конденсатора, в тепло в резисторе 

 

. 
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7. ВКЛЮЧЕНИЕ RC-ЦЕПИ НА ПОСТОЯННОЕ НАПРЯЖЕНИЕ 

 

Рассмотрим переходный процесс при включении RC-цепи на 

постоянное напряжение (рис. 7.1). Полагаем, что до коммутации кон-

денсатор не заряжен, напряжение на нем uc(0-) = 0. В результате ком-

мутации рубильник замыкается, и конденсатор полностью заряжает-

ся. Принужденное напряжение на емкости равно ЭДС источника пи-

тания  

R

i

С uc

U

 
 

Рисунок 7.1 

 

Уравнение, составленное по второму закону Кирхгофа: 

 
.
 

С учетом (6.1) равно 

 

. 

 

Соответствующее однородное уравнение, то есть уравнение для 

свободного процесса, совпадает с уравнением (6.2). Поэтому свобод-

ное напряжение емкости равно 

 

                         .                               (7.1) 

 

Переходное напряжение на емкости 

. 
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Так как конденсатор не был заряжен, то есть при  напряже-

ние , то  и 

 

.        

 

Для тока получим 

 

 . 

       

Начальное значение тока  может быть получено и непо-

средственно, так как , то все напряжение источника при 

 равно напряжению .  

Кривые напряжений и тока, изображенные на рисунке 7.2, пока-

зывают, что напряжение на емкости и ток в цепи не устанавливаются 

мгновенно. Напряжение возрастает, а ток спадает тем медленнее, чем 

больше постоянная времени цепи , то есть чем медленнее затухает 

свободное напряжение . 

 

t0

i

U
i

uс,

uссв

U/R

uс
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Рисунок 7.2 

 

 

 

 

 

 



 
 

22 
 

8. ВКЛЮЧЕНИЕ RC-ЦЕПИ НА СИНУСОИДАЛЬНОЕ  

НАПРЯЖЕНИЕ 

 

При включении RC-цепи (рис. 7.1) на синусоидальное напряжение 

  

. 

 

Установившееся напряжение на емкости равно 

 

, 

где                                        

                                          . 

 

Изменение свободного напряжения на емкости по-прежнему опреде-

ляется соотношением (7.1) и переходное напряжение на емкости оп-

ределяется по формуле 

 

, 
где . 

 

Начальные условия дают  при . Отсюда 

 

. 

 

Напряжение на емкости равно 

 

 . 

  

Ток равен 
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При  ток , так как в момент включения 

цепи емкость как бы «заморожена» ( ) и напряжение пита-

ния равно напряжению на резисторе. 

 

9. ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В RLC-ЦЕПИ 

 

R

L

iсв

С

ucсв

 
 

Рисунок 9.1 

 

 По второму закону Кирхгофа свободные напряжения на всех 

элементах цепи взаимно уравновешиваются. Поэтому в последова-

тельном контуре при отсутствии источников, то есть при  , 

 (рис. 9.1): 
 

           ,                                  (9.1) 

 

где                    

                      

                                                .                                   (9.1 а) 

 

Подставляя значения  в уравнение (9.1), после дифференциро-

вания получаем для напряжения  дифференциальное уравнение 

второго порядка: 

 

. 
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              .                            (9.2) 

 

Заряд на конденсаторе удовлетворяет такому же дифференци-

альному уравнению 

. 

  

Дифференцируя это уравнение по времени, с учетом (9.2) полу-

чаем дифференциальное уравнение для тока: 

 

        .                                 (9.3) 

 

Для решения любого из этих дифференциальных уравнений со-

ставим характеристическое уравнение 
 

            .                                (9.3 а) 

 

Характер свободного процесса зависит только от параметров 

RLC-цепи, то есть от вида корней характеристического уравнения: 

 

             .                              (9.4) 

 

9.1. Апериодическая разрядка конденсатора 

 

Апериодической разрядкой конденсатора, заряженного до на-

пряжения  через резистор и катушку индуктивности, называется 

разрядка, при которой напряжение на конденсаторе монотонно спа-

дает от  до нуля, то есть не происходит перезарядки конденсатора. 

Апериодический характер свободного процесса (разрядки кон-

денсатора) имеет место, если корни характеристического уравнения 

(9.4) действительные, то есть, если 

 

 

 

или 
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                                                         .                                  (9.5) 

 

Критическое сопротивление контура – это такое наименьшее его 

значение, при котором свободный процесс имеет еще апериодиче-

ский характер: 

 

                            .                                (9.6) 

 

Корни  и  действительные и различные, или выполняется 

неравенство . 

Общее решение уравнения (9.3) при различных корнях записы-

вается в виде 

 

 ,                             (9.7) 

 

где при условии (9.5)  и  – действительные постоянные интегри-

рования, определяемые из начальных условий;  и  –

действительные и различные корни характеристического уравнения. 

Корни всегда должны быть отрицательные, так как процесс за-

тухающий. Согласно (9.1 а) ток 

 

.                   (9.8) 

 

Из начальных условий  и  определим значе-

ния постоянных интегрирования. Подставив начальные условия                

в (9.7) и (9.8), получим 
 

; , 

 

откуда 

 

;  . 

  

При этих значениях постоянных интегрирования напряжение 

(9.7) и ток (9.8) равны 
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; 

    

 
 

Так как , то 

 

. 

     

Напряжение на индуктивности равно 
 

. 

    

Графики , ,  имеют вид 
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Рисунок 9.2 

 

. 
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Рисунок 9.3 

 

9.2. Предельный случай апериодической разрядки конденсатора 
 

Предельный случай апериодической разрядки конденсатора 

имеет место, если сопротивление контура , то есть корни ха-

рактеристического уравнения (9.3 а) действительные и равные 

 

. 

      

Общее решение уравнения (9.2) (однородного дифференциаль-

ного) имеет вид 

 

            .                            (9.9) 

 

В случае цепи с тремя равными корнями: 

 

. 

   

На основании (9.1 а) для тока  получим 

 

.                   (9.10) 

 

При начальных условиях  и  имеем 
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,      . 

Подставив  и  в (9.9) и (9.10), получим 

 

, 

, 

   . 

  

Кривые , ,  аналогичны кривым, изображенным на рисунке 

9.2 и рисунке 9.3. 

 

9.3. Периодическая (колебательная) разрядка конденсатора 

 

Периодическая (колебательная) разрядка конденсатора имеет 

место при условии , то есть когда корни характеристического 

уравнения (9.3 а) комплексные и сопряженные. Обозначим в (9.4) 

 

                  ,                                        (9.11) 

             .      

 

так, что 

 

 , 

 

где  – угловая частота,  – период свободных колебаний. 

Для корней  и  имеем 

 

.                                   (9.12) 

 

Решение уравнения (9.2) при (9.12) имеет вид 

 

.                    (9.13) 
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Ток 

.   (9.14) 

 

Так как переходные напряжения и ток по-прежнему равны их сво-

бодным составляющим и начальные условия те же, как и раньше, то 

по (9.13) и (9.14) получим для : 

 

; 

 

. 

 

Из последних соотношений находим 

 

; ψ= ; 

; 

; 

. 

 

Подставим значения ,  и  в (9.13) и (9.14) и обозначим 

 

; 

. 

 

Получим 

;                         (9.15) 

;                           (9.16) 

.                        (9.17) 

 

Кривые изменения ,  приведены на рисунке 9.4; α,  и ψ 

определяются только параметрами R, L, C; , ,  зависят от 

параметров R, L, C и . 
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Декрементом колебания называется постоянная величина, зави-

сящая только от R, L, C (не зависящая от времени ) и равная отно-

шению напряжений в моменты времени  и . 

 

. 

 

 

t

0

i

U0
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Im

Ucm
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Uc,
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i

T0

Рисунок 9.4 

 

Часто быстроту затухания колебаний характеризуют натураль-

ным логарифмом отношения 

 

. 

            

Называют данное отношение логарифмическим декрементом 

колебаний. 

 
10. ВКЛЮЧЕНИЕ RLC-ЦЕПИ НА ПОСТОЯННОЕ 

НАПРЯЖЕНИЕ 
 

Контур (рис. 10.1) будет апериодическим, если каждая из со-
ставляющих его свободного тока изменяется по экспоненциальному 
закону. 
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Рисунок 10.1 
 

Сравнивая с п. 9.1 видим, что , а , а не 0. Поэтому 

в отличие от апериодической разрядки конденсатора теперь 

, то есть знаки  и  изменяются на обратные. Пере-

ходные напряжения и ток имеют вид 
 

;                    (10.1) 

;                           (10.2) 

.                     (10.3) 

 

Кривые ,   и приведены на рисунке 10.2. 
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Рисунок 10.2 

 

Напряжение  возрастает от нуля до напряжения источника , 

причем точка перегиба кривой при  будет в момент, когда ток 

достигает максимального значения. 



 
 

32 
 

Включение RLC-цепи на постоянное напряжение при  

исследуется аналогично, как в п. 9.2. 

В колебательном режиме свободные напряжения и ток изменя-

ются как и при колебательной разрядке, только теперь  

и знак  изменяется на обратный. Поэтому знаки свободных напря-

жений на емкостном (9.15) и на индуктивном (9.17) элементах и тока 

(9.16) тоже изменяются на обратные: 

 

;
 

;  

. 

 

Кривые , и   приведены на рисунке 10.3. 
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Рисунок 10.3 

 

11. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ РАСЧЕТА ПЕРЕХОДНЫХ 

ПРОЦЕССОВ КЛАССИЧЕСКИМ МЕТОДОМ 

 

1. Необходимо найти ток  (рис. 11.1). Для цепи после комму-

тации составим систему дифференциальных уравнений по первому и 

второму законам Кирхгофа: 
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                                            (11.1) 

                                  (11.2) 

,                                            (11.3) 

 

где     или  . 
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Рисунок 11.1 

 

После подстановки   в (11.2) и (11.3) и дифференцирования,  

получим систему уравнений для трех независимых токов: 

 

 .                      (11.4) 

 

2. Определяем независимые начальные условия  и 

 из расчета режима цепи до коммутации. До коммутации для 

левого контура: 

 

; 

. 

 

3. Запишем искомую величину в виде суммы установившейся и 

свободной составляющих 

 

. 
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4. Установившуюся составляющую найдем, рассчитав режим 

цепи постоянного тока после коммутации: 

 

                                                                          
. 

 

5. Составим характеристическое уравнение и найдем его корни. 

Для определения корней можно составить главный определитель сис-

темы (11.4) и приравнять его нулю: 

 

 

 

или                               

 

RL . 

 

Корень  соответствует установившемуся режиму, который 

уже найден. Два других корня определяются из характеристического 

уравнения 

 

.  

 

Они могут быть: 

 а) действительные разные , ; 

 б) действительные равные ; 

 в) комплексные сопряженные: . 

6. Запишем свободную составляющую с постоянными интегри-

рования, обращая внимание на вид корней: 

 

; 

; 

. 

. 
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7. Искомое решение с двумя постоянными интегрирования для 

 и  различных: 

 

. 

 

8. Для определения  и  запишем полученное решение и его 

производную для : 

 

; 

. 

 

Из этих уравнений можно найти и  при известных  и . 

 определим из (11.1) для момента времени : 

 
; 

 

. 

 

В этой системе алгебраических уравнений с тремя точками, 

производной тока и напряжением две величины  и  извест-

ны на основании законов коммутации. Тогда остальные три величины 

,  и  можно определить. 

Для определения начального значения производной  диф-

ференцируем систему уравнений Кирхгофа (11.1) и подставляем 

: 
 

; 

; 

; 
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. 
 

Это система трех алгебраических уравнений с тремя неизвест-

ными: ; ; . 

9. После определения  и  остается подставить их в искомое 

решение и расчет закончен. 
Для определения других токов и напряжений не требуется зано-

во выполнять все этапы расчета. Действительно, 
 

;       

;   

. 
 

Пример расчета 
 

 Дана электрическая цепь, в которой происходит коммутация 
(рис. 11.2). В цепи действует постоянная ЭДС Е. Требуется опреде-
лить закон изменения во времени токов и напряжений после комму-
тации в ветвях схемы. 

Е

R2R1
i3

С
L

i2

i1

 

Рисунок 11.2 

На основании полученного аналитического выражения постро-

ить график изменения искомой величины в функции времени в ин-

тервале от   до , где  – меньший по модулю 

корень характеристического уравнения. Параметры цепи: R1 = 15 Ом; 

R2 = 10 Ом; С = 10 мкФ; L = 10 мГ; Е = 100 В. 

Решение. Решение задачи получается в виде суммы принужден-

ного и свободного параметра: 
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;u(t) , 

где  , . 

1. Находим токи и напряжения докоммутационного режима для 

момента времени t = (0–). Так как сопротивление индуктивности по-

стоянному току равно нулю, а емкости – бесконечности, то расчетная 

схема будет выглядеть так, как это изображено на рисунке 11.3. Ин-

дуктивность закорочена, ветвь с емкостью исключена.  

Е

R2R1 i1

 

 

Рисунок 11.3 

 

Так как в схеме только одна ветвь, то ток  равен току , 

ток  равен нулю, и в схеме всего один контур. Составляем 

уравнение по второму закону Кирхгофа для этого контура: 

 

, 

откуда 

A. 

Напряжение на емкости равно нулю: 

. 

2. Определим токи и напряжения непосредственно после комму-

тации для момента времени . Расчетная схема приведена на 
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рисунке 11.4. По первому закону коммутации ,                   

т. е. ток  А. По второму закону коммутации  

. 

Е

R2
i3

С
L

i2

i1

 

Рисунок 11.4 

Для контура, образованного ЭДС Е, сопротивлением R2 и емко-

стью С, согласно второму закону Кирхгофа имеем 

 

 

или 

 A, 

 A. 

Напряжение на сопротивлении R2 равно  В, 

напряжение на индуктивности равно напряжению на емкости. 

Е

R2 i1

 

Рисунок 11.5 
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3. Рассчитываем принужденные составляющие токов и напря-

жений. Как и для докоммутационного режима индуктивность закора-

чивается, ветвь с емкостью исключается. Схема приведена на рисунке 

11.5 и аналогична схеме для расчета параметров докоммутационого 

режима: 

 

A, 

В; ; . 

 

4. Определяем свободные составляющие токов и напряжений 

для момента времени  , исходя из выражений 

 

; 

и  ; 

4А; 10А;  -6А; 

 0;  0. 

 

5. Определяем производные свободных токов и напряжений              

в момент времени непосредственно после коммутации ( ), для 

чего составим систему уравнений, используя законы Кирхгофа для 

схемы, изображенной на рисунке 11.4, положив Е = 0. 
 

 0; 

 0; 

 = 0. 
 

Производную тока через индуктивность можно найти, используя 

выражение , а производную напряжения на емкости – из урав-

нения . 

 

  и , 

откуда           

 

; . 
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Подставляя (3) в (2), после решения получаем 

, ,  , 

. 
 

Все полученные результаты заносим в таблицу 11.1. 
 

Таблица 11.1 – Результаты расчетов 
 

 
      

 14 10 4 0 0 100 

t =  10 0 10 0 0 100 

 

 

4 10 -6 0 0 0 

 

 

–10
5
 –10

5
 0 10

6
 10

6
 –10

6
 

 

6. Составляем характеристическое уравнение. Для этого исклю-

чим в послекоммутационной схеме источник ЭДС, разорвем любую 

ветвь и относительно разрыва запишем входное сопротивление для 

синусоидального тока . Например, разорвем ветвь с сопротиле-

нием :  

 

 

 

Заменим  на  и приравняем полученное уравнение нулю. По-

лучим 

 

или                                      

. 

. 
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Откуда находим корни р1 и р2. ,                   

-1127,  -8873. 

7. Определим постоянные интегрирования и . Для чего со-

ставим систему уравнений: 

 

,  

или  

; . 

Например, определим постоянные интегрирования для тока  и на-

пряжения  . Для тока  уравнения запишутся в следующем виде: 

4 ; . 

После решения ,  . 

Для напряжения   

; . 

После решения   В;   В.  

8. Ток  cогласно (1) изменяется во времени по закону 

, 

а напряжение 

. 

12. ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В ЦЕПЯХ 

С ВЗАИМОИНДУКТИВНОСТЬЮ 

 

Рассмотрим переходный процесс в цепи (рис. 12.1), у которой 

две катушки для упрощения вычислений с одинаковыми сопротивле-
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ниями  и одинаковыми индуктивностями  

имеют индуктивную связь. 

 

R1

L1

U

L2

i2

R2

i1

M

 
 

Рисунок 12.1 

 

Вторая катушка замкнута накоротко, а первая подключается              

к источнику постоянного напряжения. Токи  и  связаны соотно-

шениями (уравнениями Кирхгофа) 

 

;                             (12.1) 

.                             (12.2) 

 

Начальные условия нулевые, то есть . Установив-

шиеся значения токов ; . 

Для определения корней характеристического уравнения соста-

вим главный определитель и приравняем его к нулю: 

 

 
откуда находим два корня: 

 

; 

. 

, 
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Учет индуктивной связи не увеличивает числа корней характе-

ристического уравнения. Токи 

; (12.3) 

.    (12.4) 

 

Чтобы вычислить постоянные , , кроме начального значения 

 нужно найти . Умножим (12.1) на  и (12.2) на  и вы-

чтем (12.2) из (12.1) при : 

 

 
 

откуда находим 

 

 

 

При  из (12.3) следует: 

 

, 

. 

 

Отсюда определяем постоянные интегрирования 

. 
 

Аналогично находим  
 

 
 

и токи катушек: 

;      

. 

     

, 

. 
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На рисунке 12.2  построены кривые изменения токов  и . 
 

t
0

U/R

i2

,

U/R(1-e

U/2R

-U/2Re
-(R/(L+M))t

-(R/L)t
)

i1

i1 i2

-U/2Re
-(R/(L-M))t

t1

 
Рисунок 12.2 

 

Одна из свободных составляющих затухает медленнее, так как 

имеет большую постоянную интегрирования, определяемую суммой 

, а вторая затухает быстрее, так как ее постоянная интегрирова-

ния определяется разностью . Для сравнения на рисунке 12.2 

показано, как изменялся бы ток  при ее включении, если вторая ка-

тушка разомкнута (штриховая линия). В первые моменты после 

включения ток  увеличивается быстрее, чем он возрастал бы при ра-

зомкнутой второй катушке. При замкнутой второй катушке, как было 

найдено , а при разомкнутой второй катушке –

. 

 

13. ВКЛЮЧЕНИЕ ПАССИВНОГО ДВУХПОЛЮСНИКА 

К ИСТОЧНИКУ НЕПРЕРЫВНО ИЗМЕНЯЮЩЕГОСЯ  

НАПРЯЖЕНИЯ (ИНТЕГРАЛ ДЮАМЕЛЯ) 

 

Пусть произвольный пассивный линейный двухполюсник под-

ключается к источнику непрерывно изменяющегося с момента   

напряжения  (рис. 13.1). 
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t

u(0)

u(t)

t-ττ

τ

α

uΔ

u()τ

Δ  

 

Рисунок 13.1 

 

Требуется найти ток  (или напряжение  в любой ветви двух-

полюсника после замыкания ключа (рис. 13.2). 

 

u(t) П

 
 

Рисунок 13.2 

 

Задачу решим в два приема. Сначала искомую величину найдем 

при включении двухполюсника на единичный скачок напряжения 

(напряжение постоянное и численно равно единице). Единичный ска-

чок задается единичной ступенчатой функцией Хевисайда 1(t), изо-

браженной на рисунке 13.3, которая представляет собой единичное 

постоянное напряжение (или ток), действующее на входе с момента 

 так, что 

 при ,  (13.1) 

 при .  (13.2) 
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t

1(t)

 
 

Рисунок 13.3 

 

Функция , численно равная искомому току (или напряже-

нию), при действии единичного скачка называется переходной функ-

цией или переходной характеристикой. Это реакция цепи на единич-

ный скачок. Например, для RL-цепи 

 

, 
для RC-цепи 

. 

 

Переходную функцию  при любой схеме пассивного двух-

полюсника можно найти любым методом (классическим, оператор-

ным и другими). При ,   

 Непрерывно изменяющееся напряжение  заменим ступенча-

той функцией с элементарными прямоугольными скачками                   

(рис. 13.1). Составляющая искомого тока в момент  от постоянного 

напряжения равна 

 

. 

 

Составляющая тока в момент  от скачка , включаемого в момент 

, равна . Элементарный скачок напряжения 

 

,  

 

где  – масштабный коэффициент. 
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Поэтому искомая составляющая тока равна 
 

. 
 

Элементарные скачки напряжения включаются на интервале 

времени от  до момента , для которого определяется искомый 

ток. Поэтому, суммируя составляющие тока от всех скачков, перехо-

дя к пределу при  и учитывая составляющую тока от начально-

го скачка напряжения  имеем 
 

.               (13.1) 
 

Выражение (13.1) – формула (или интеграл) Дюамеля. Анало-
гично решается задача при подключении цепи к источнику тока. 

 Учитывая теорему свертки двух функций  и , 
 

.           (13.2) 
 

Преобразованием (13.1) можно получить и другие формы записи. 
 
 

14.  ВКЛЮЧЕНИЕ ПАССИВНОГО ДВУХПОЛЮСНИКА               
К ИСТОЧНИКУ НАПРЯЖЕНИЯ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФОРМЫ 

 

Пусть пассивный двухполюсник подключается к источнику на-
пряжения, кривая изменения которого приведена на рисунке 14.1. 

Определим переходную функцию . Так как при  на-

пряжение задано функцией , то, воспользовавшись выражением 

(13.1), получим для этого промежутка времени 
 

.                (14.1) 
 

t

u (0)1

u(t)

u (t)2

t1
t2

u (t )2 2

u (t )-u (t )2 1 1 1

u (t)1

0

 
 

Рисунок 14.1 
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В следующем промежутке  напряжение задано функ-

цией , причем в момент  оно изменяется скачком от  до 

. Для учета скачка напряжения в точке  будем считать, 

что в этот момент к двухполюснику прикладывается отрицательное 

напряжение, равное . Кроме того, учтем составляющие 

тока от начального скачка напряжения  и от элементарных 

скачков напряжения, определяемого кривой  и действующего от 

 до : 

 

                                

Для промежутка времени  учтем, что в момент  

включается постоянное напряжение  и что элементарные скач-

ки, определяемые кривой напряжения , действуют до момента 

времени : 

 

                

Пример. Найти ток  (рис. 14.2) для промежутков времени 

 мс и  мс, если  Ом,  Ом, L = 4 мГн, 

зависимость  показана на рисунке 14.3. 
 

R2
L

u(t)

iL
R1

 
 

Рисунок 14.2 

    (14.2) 

 (14.3) . 

. 
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t

u(t)

0

100 В

100 В

2,5 мс

1,25 мс

 

 

Рисунок 14.3 

 

Переходная функция тока  

 

, 

 

где  А;   – цепь с одним индуктивным 

элементом и постоянная времени равна 

 

 

 

При  по первому закону коммутации , то есть 

, следовательно А= -0,5 и  (см. урав-

нение напряжения источника  В). Применяя 

формулу Дюамеля для промежутка  мс, получим 

 

 

Проверив, убедимся, что . Для промежутка времени  мс 

согласно (14.3) 

 

. 

А. 
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При  ток  изменится не должен, несмотря на скачок на-

пряжения источника. Проверив, убедимся, что 

 А.  

Кривые тока приведены на рисунке 14.4. 

 

t,мс

iL

2,5
4,5 А

2,2

1,25

1,06

8
,7

5
 А

0

 

 

Рисунок 14.4 

 

 

15. ПЕРЕХОДНАЯ И ИМПУЛЬСНАЯ ПЕРЕХОДНАЯ  

ХАРАКТЕРИСТИКИ 

 

Переходная характеристика введена по двум причинам: 

1. Единичное ступенчатое воздействие 1(t)-скачкообразное и 

поэтому тяжелое для любой системы внешнее воздействие. Поэтому 

необходимо знать реакцию системы именно при таком воздействии. 

Иные (плавные) воздействия будут для системы легче. 

2. Если определена характеристика h(t), то при помощи инте-

грала Дюамеля можно определить реакцию системы при любой фор-

ме внешних воздействий. Единичный импульс-дельта-функция , 

или функция Дирихле, определяется как производная по времени 

единичной функции 

 

                                    (15.1) 

 

и представляет собой предельный случай импульса очень большого 

значения и очень малой длительности (рис. 15.1). 

 

А. 
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t

δ(t)

0  
 

Рисунок 15.1 

 

Найдем площадь единичного импульса: 

 

 
 

Импульсной переходной функцией или характеристикой систе-

мы k(t) называется реакция на выходе, если на входе действует внеш-

нее возмущение в виде единичного импульса . Поскольку внеш-

ние возмущения 1(t) и  связаны равенством  (15.1), то при 

 имеем связь их реакции на выходе системы: 

 

        k(t) =  .                                        (15.2) 

 

Если , то (15.2) обобщается: 

 

            k(t) = .                             (15.3) 

 

Если при включении RC-цепи на единичный импульс напряжения              

в качестве выходной величины рассматривается ток, то 

 

 и . 

 

Так как при  в составе приложенного напряжения имеется дельта-

функция и в этот момент по второму закону коммутации , то 

дельта-функция должна быть в составе тока, что и объясняет наличие 

. 
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второго слагаемого в правой части. Импульсная переходная характери-

стика k(t) введена по тем же двум причинам, что и . 

 

Запись интеграла Дюамеля при помощи импульсной 

переходной характеристики 

 

На входе действует источник напряжения непрерывно изме-

няющегося  (рис. 15.2). Определим ток на выходе пассивного 

двухполюсника в момент t. Разобьем кривую  на отдельные уча-

стки  высотой  для . Для единичного импульса реак-

ция на выходе равна импульсной переходной характеристике 

.  

Суммируя действия всех импульсов, каждый из которых имеет 

бесконечно малую площадь (от  до ), получим реакцию на 

выходе: 

 

.                          (15.4) 

 

t

u (t)1

t- ττ

τΔ

τ1=

u (1 τ )

 
 

Рисунок 15.2 

 

Или с учетом (13.2) получим 

 

.                          (15.5) 
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При напряжении произвольной формы (рис. 14.1) по формулам 

(15.4) или (15.5) определяется ток в интервале . В проме-

жутке  

 

     (15.6) 

 

или 

 

.       (15.7) 

 

При нужно заменить верхний предел  у второго интеграла на 

. Использование интеграла Дюамеля предполагает нулевые началь-

ные условия. 

 

16. РАСЧЕТ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ МЕТОДОМ 

ПЕРЕМЕННЫХ СОСТОЯНИЯ 

 

Уравнениями состояния называется система уравнений, опреде-

ляющая режим цепи, то есть это система дифференциальных уравне-

ний первого порядка, разрешенная относительно производных. 

Методом переменных состояния называется анализ цепи, осно-

ванный на решении уравнений состояния (первого порядка), записан-

ного в форме Коши. 

Предполагается, что цепь имеет только независимые источники 

и не содержит индуктивных сечений и емкостных контуров. 

Для линейной цепи с постоянными сосредоточенными парамет-

рами ток в каждой ветви и напряжение между выбранными точками 

всегда можно найти как решение составленного для этого тока, на-

пряжения дифференциального уравнения (путем исключения других 

токов и напряжений из системы уравнений Кирхгофа): 

 

.
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Введением переменных ;  

 уравнение сводится к эквивалентной системе диф-

ференциальных уравнений первого порядка: 

 

; ;  

; 

 

 

Здесь переменными, которые называются переменными состоя-

ния, служат переменная  и ее производные. 

В качестве переменных состояния следует выбирать токи  и 

напряжения , а также  и .  Действующие источники можно 

назвать входными величинами , искомые величины –

выходными . Для цепи с  независимыми токами  и 

напряжениями  должны быть заданы еще и независимые началь-

ные условия. Сокращенно дифференциальные уравнения состояния в 

матричной форме имеют вид 
 

                             (16.1) 

 

или короче 
 

,                                       (16.2) 

 

где X – матрица-столбец (размера ) переменных состояния (век-

тор переменных состояния);  – матрица-столбец (размера ) 

ЭДС и токов источников (внешних возмущений);  – квадратная мат-

рица порядка  (основная);  – матрица размера  (матрица свя-

зи). Элементы этих матриц определяются топологией и параметрами 

цепи. 

 Для выходных величин (если определяются не токи в индуктив-

ных и напряжения на емкостных элементах) в матричной форме сис-

тема алгебраических уравнений имеет вид 

 

                             (16.3) 

. 
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или 

,                                    (16.4) 
 

где  – матрица-столбец (размер );  – матрица связи (размер 

);  – матрица связи (размер ). 

Для цепи (рис. 16.1) заменим после коммутации эквивалентной 

(рис. 16.2), у которой каждый заданный ток  представлен источни-

ком тока , а  каждое заданное напряжение  – источником напря-

жения (ЭДС) . Применим метод наложения при выбранных поло-

жительных направлениях, запишем напряжения  и токи  (сначала 

учитываем действия источников , затем , затем источников, дей-

ствующих в цепи): 

 

 .                           (16.5) 
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Рисунок 16.1 

 

Так как  и , то 

 

 .                   (16.6) 
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Рисунок 16.2 

 

То есть ;   ;  . 

 

Уравнения состояния можно формулировать сразу в матричной 

форме. Если источников тока и ЭДС нет, то есть , то уравнения 

(16.1), (16.2) упрощаются 

 

                                   (16.7) 

 

и характеризуют свободные процессы в цепи. Решение записывается 

в виде 

 

,                                  (16.8) 

 

где  – матрица-столбец начальных условий (значений) перемен-

ных состояния; – матричная экспоненциальная функция. 

Подставив (16.8) в (16.7), получим тождество. Так, при  

решение (16.1) представим в виде 

 

,                                 (16.9) 
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где  – матричная функция цепи. 

Продифференцировав (16.9), получим 

 

.                       (16.10) 

 

Сравним (16.10) с (16.1) 

 

 
 

и умножим на , после интегрирования получим 

 

 

, 

 

где  – переменная интегрирования, или 

 
 

Подставим это выражение в (16.9): 

 

 
 

В частности, при  имеем 

 

 

Следовательно, решение для переменных состояния записывает-

ся в виде 

 

.               (16.11) 

. 

. 

. 
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Реакция цепи равна сумме реакций при нулевом входе и при ну-

левом начальном состоянии. Выходные величины можно найти по 

выражению (16.3). Если состояние цепи задано не при , а при 

, то в (16.11) первое слагаемое записывается следующим 

образом: 

, 

 

 где нижний предел не 0, а  . 

Для вычисления матричной экспоненциальной функции необхо-

димо сначала найти собственные значения  матрицы А, то есть кор-

ни уравнения 

 

,                               (16.12) 

 

где 1 – единичная матрица порядка , которая определяется из урав-

нения 

 

          ,     (16.13) 

 

где  – элементы матрицы . 

Собственные значения совпадают с корнями  характеристиче-

ского уравнения цепи. Матричная экспонента, аргумент которой мат-

рица , имеющая порядок , представлена конечным числом -

слагаемых. Если собственные значения различны, то 

 

,           (16.14) 

 

где  – функция времени; ;    и т. п. Далее для оп-

ределения  составляем алгебраическую систему -уравнений: 
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                           .      (16.15) 

 

Определив  из (16.15) по (16.14), находим . Затем находим  

по (16.11). 

 

Численные методы решения уравнений состояния 

 

Уравнения состояния цепей, порядок которых больше двух, 

трех, проще решать не аналитически, а численными методами. Наи-

более простой из одношаговых методов – явный метод Эйлера или 

алгоритм Рунге-Кутта первого порядка. Он записывается следующим 

образом: 

,                              (16.16) 

 

где  – матрица-столбец переменных состояния для -го шага;  

 – то же для го шага (в момент  );  – матрица-

столбец производных переменных состояния в момент  (в начале 

предыдущего шага). 

Метод основан на разложении каждой переменной в ряд Тейлора 

 

 
 

и учете его первых двух членов. 

Метод назван явным, так как искомое решение для -го шага           

не входит в правую часть алгоритма (16.16), связывающего значения 

на последнем и предыдущем шагах. 

После подстановки (16.2), записанного для -го шага              

в (16.16), получим 

 

.                     (16.17) 
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Формула (16.17) – это рекуррентное соотношение, дающее воз-

можность непосредственно определять последующие значения пере-

менных состояния по найденным на предыдущем шаге. Чем меньше 

шаг , тем точнее расчет, но больше объем вычислений. Погрешность 

расчета пропорциональна . 

 Если в правой части (16.16) производные для предыдущего для 

-го шага заменить производными для данного -го  шага, то 

получим 

 

           .                               (16.18) 

 

Алгоритм называется неявным методом Эйлера, так как правая 

часть (16.18) содержит производные для того же шага, для которого 

определяются переменные состояния.  

После подстановки (16.2), записанного для момента  в (16.16), 

получим 

 

, 

 

откуда  

 

.           (16.19) 

 

Погрешность расчета того же порядка, что и для явного метода Эйлера. 

 Лучшую точность обеспечивает метод трапеций (относится              

к неявным), так как в правой части содержит средние значения про-

изводных  -го и  -го шагов: 

 

.                       (16.20) 

 

После подстановки (16.2), записанных для моментов  и , 

получим 

 

, 
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откуда 
 

. 

(16.21) 
 

 Погрешность расчетов пропорциональна . С ростом числа ша-

гов погрешность интегрирования может увеличиваться, то есть чис-

ленное решение может давать значения, все более отличающиеся от 

истинных, что увеличивает неустойчивость метода. Устойчивость яв-

ного метода Эйлера зависит от шага . 

 Для цепей с одним накопителем энергии алгоритм получается 

устойчивым при условии , где  – постоянная времени цепи. 

 Для цепи с несколькими накопителями при действительных 

корнях характеристического уравнения необходимо выбирать шаг 
 

, 
 

где  – минимальный коэффициент затухания. 

При  наличии комплексных корней  шаг  

должен быть еще и меньше минимального значения 
 

. 
 

Неявный метод Эйлера и метод трапеций устойчивы при любом 

шаге. Поэтому выбор шага диктуется только необходимой точностью 

расчета, которая, однако, при уже выбранном шаге еще неизвестна, 

что относится к явным методам. Рассмотрим примеры. 
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Рисунок 16.3 
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1. Для схемы (рис. 16.3) определить ток  в цепи после комму-

тации при  Ом,  Гн,  Гн, E = 20 В. 

Решим аналитически. Выбираем положительные направления 

токов ,  в индуктивных элементах, то есть переменных состояния 

и тока . Независимые начальные условия 

 

=1A; . 

 

Запишем дифференциальные уравнения цепи: 

 
;
 

;
 

.
 

Исключив ток , получим уравнения относительно произ-

водных переменных состояния: 

 

 

 
 

Согласно (16.1) 

 

 

. 
 

Матрица-столбец начальных значений 

 

. 

 

; 

. 

; 
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Вычислим собственные значения по выражению (16.12) 

 

 

 

откуда 
;
 

.
 

Приводя подобные члены, имеем 

 
,
 

откуда находим корни λ: 

 

; ; 

                             

 

                                 .
 

 

Если приравнять нулю главный определитель уравнений с пере-

менными состояния, то получим те же значения: 
 

 , . 
 

Находим коэффициенты  по выражению (16.15), то есть из 

системы уравнений: 

                                                          
;
 

, 
 

откуда 

 

 
 

И по (16.14) находим : 

 

, 

откуда 

а также 

; 

. 
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; 

 
 

Ток  равен 

 

. 
 

Таблица 16.1 – Результаты расчетов 
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2. Для схемы (рис. 16.3) определить ток  явным методом Эйле-

ра, неявным методом Эйлера, методом трапеций. 

Обозначим переменные состояния: ; . Получим: 

; . 

2.1. Явный метод Эйлера. Согласно (16.17) выбираем шаг h = 0,005. 
 

. 

 

После выполнения операций с матрицами получим 

 

; 

. 
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,
 

. 

 

Таблица 16.2 – Результаты расчетов 
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2.2. Неявный метод Эйлера. В выражение (16.19) входит об-

ратная матрица 

 

 

, 

где . 

После подстановки матриц  и                   

в  (16.19) получим 

 

                                         
,
 

. 

  

Таблица 16.3 – Результаты расчетов 
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2.3. Метод трапеций. В выражение (16.21) входят матрицы 

 

, 

, 

, 

. 

 

После подстановки их в (16.21) получим 

 

, 

. 
 

Таблица 16.4 – Результаты расчетов 
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17. ПРИМЕНЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 

К РАСЧЕТУ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ 

 

Сущность операторного метода состоит в том, что некоторой за-

данной однозначной ограниченной функции   действительной 

переменной (времени t), называемой оригиналом, удовлетворяющей 

условиям Дирихле на любом конечном промежутке времени и равной 

нулю при , сопоставляется другая функция F(p) комплексного 

переменного , называемая изображением 
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           .                               (17.1) 

 

Выражение (17.1) – прямое преобразование Лапласа функции  и 

обозначается 

 

,                                      (17.2) 

 

где  – лапласовое изображение функции . 

Если нужно по имеющемуся изображению  найти оригинал 

, то это выполняется при помощи обратного преобразования Лапласа: 

 

     .                       (17.3) 

 

Интеграл (17.3) обозначается еще следующим образом: 

 

.                                (17.4) 

 

1. Если изображение имеет вид рациональной дроби 

 

                        (17.5) 

 

при , причем дробь  несократимая, то есть  и 

 общих корней не имеют, а ,  – действительные числа. 

 Оригинал  изображения (17.5) находят по формуле, назы-

ваемой теоремой разложения: 

 

 .                                    (17.6) 

 

Здесь  – простые корни характеристического уравнения , 

причем один из них может быть равен нулю. 

2. Если в составе знаменателя (17.5) есть множитель , то зна-

менатель имеет один нулевой корень. 
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Необходимо найти оригинал для изображения , где в соста-

ве  уже нет множителя . Предполагая, что уравнение  

имеет  различных и не равных нулю корней , полу-

чаем другую форму теоремы разложения: 

 

 .                        (17.7) 

 

 3. Если уравнение  имеет комплексные сопряженные 

корни  и , то достаточно вычислить слагаемое сумм (17.6) или 

(17.7) только для корня , а для корня  взять значение, сопряжен-

ное этому слагаемому, то есть 

 

. 

 

 4. Если изображение  наряду с  простыми полюсами в 

точках  имеет, например, еще один полюс кратности α в 

точке , то есть 

 

 

 

 

Применяя формулу вычетов в кратном полюсе, имеем 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

. 

(17.8) 
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17.1. Законы Кирхгофа в операторной форме 
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Рисунок 17.1 

 

Рассмотрим RLC-цепь (рис. 17.1), которая была подключена             

к источнику ЭДС  и в момент времени  переключается              

к источнику ЭДС . Дифференциальное уравнение цепи после 

коммутации 

 

,                              (17.9) 

 

где  и ток при выбранных положительных направлениях связаны 

соотношением 

    и . 

 

Напряжение , а также  должны быть определены рас-

четом режима цепи до коммутации, то есть при действии источника 

. С учетом (17.9), изображения постоянной величины (17.1) и 

(17.2), получаем алгебраическое уравнение 

 

,      (17.10) 

где                         

                                    ,    . 

 

Из (17.10) определяем ток 
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.                         (17.11) 

 

Выражение, стоящее в знаменателе (17.11), называют операторным 

сопротивлением 

 

.                (17.12) 

 

Величина, обратная операторному сопротивлению, называется опера-

торной проводимостью 

 

 

 

Положительное направление ЭДС  совпадает с положи-

тельным направлением тока ветви, а направление ЭДС  –

противоположно направлению тока. 

 При нулевых начальных условиях, то есть при  и 

, выражение (17.11) имеет вид 

 

      .                                     (17.13) 

 

Для любого узла разветвленной цепи 

 

. 

 

Поэтому, обозначив изображение токов  

 

, 

 

на основании (2.1) получим первый закон Кирхгофа в операторной 

форме 

 

.        (17.14) 

 

. 
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Причем некоторые из токов могут быть изображением токов источ-

ников тока. Для любого замкнутого контура, состоящего из  ветвей, 

 

 

 

Переходя к изображениям, получим второй закон Кирхгофа в опера-

торной форме 

 

  

что можно переписать следующим образом: 

.      (17.15) 

 

При нулевых начальных условиях (при  и ) 
 

 
 

Он полностью аналогичен второму закону Кирхгофа в комплексной 
форме. 
 

17.2. Эквивалентные операторные схемы 
 

При расчете переходного процесса операторным методом жела-
тельно сразу записывать уравнения Кирхгофа в операторной форме,  
а также уравнения с применением методов расчета, которые основа-
ны на уравнениях Кирхгофа (контурные токи, узловые потенциалы и 
т. д.). На рисунке 17.2 показан переход от индуктивных и емкостных 
элементов с мгновенными значениями (оригиналами токов и напря-
жений к элементам операторной схемы, учитываются внутренние 
ЭДС). 

 

. 

, 

. 
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Рисунок 17.2 

 

Для расчета переходного процесса после коммутации в цепи 

(рис.17.1) операторная схема имеет вид (рис. 17.3). При расчете тока 

сразу можно записать выражение (17.11). Далее для краткости аргу-

мент  у изображений можно опускать, если это не может вызвать 

недоразумений. 
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Рисунок 17.3 
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17.3. Сведение расчета переходного процесса к нулевым 

начальным условиям 

 

Пусть к выводам 1-2 активного двухполюсника ключом под-

ключается ветвь с операторным сопротивлением  (рис. 17.4, а). 
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Рисунок 17.4  
 

Если в подключаемой ветви есть источники ЭДС и тока или за-
ряженные конденсаторы, то отнесем их в состав активного двухпо-
люсника.  

1. Определим напряжение  до его включения, обусловлен-

ное всеми источниками активного двухполюсника. 
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2. В ветвь ключа включим два источника с противоположно на-

правленными ЭДС e  (рис. 17.4, б). При этом режим               

не изменится. 
3. Найдем токи при действии всех источников активного двухпо-

люсника и той ЭДС, которая действует противоположно  (рис. 

17.4, в). В этой схеме включается ветвь с ЭДС e , равной и противо-

положной по направлению эквивалентной ЭДС активного двухполюс-
ника. Поэтому ток в ветви ключа после его замыкания остается рав-
ным нулю, а значит для всей схемы будет режим как до коммутации. 

4. Рассчитываем переходный процесс при включении ветви с ис-

точником ЭДС e  к пассивному двухполюснику (то есть при нуле-

вых начальных условиях). 
Если при включении ключа определяется ток в какой-либо ветви 

А двухполюсника, то необходимо учесть, что он состоит из тока, су-
ществовавшего в этой ветви до коммутации, и тока, возникающего           

в этой ветви после включения источника ЭДС e  к пассивному 

двухполюснику (рис. 17.4, г). 
Если рассчитывается ток в ветви ключа (равный нулю до ком-

мутации), то можно рассчитать только режим в схеме рис. 17.4, г. 
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